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Vorwort. 



Der Urquell aller Mathematik sind die ganzen Zahlen. Dies 
verstehe ich nicht bloß in dem althergebrachten Sinne, daß auch der 
Begriff des Kontinuums sich aus der Betrachtung diskreter Mengen 
ableitet. Vielmehr denke ich bei diesen Worten an Ergebnisse neueren 
Datums. Die Beherrschung der Exponentialfunktion von der Kreis- 
teilung aus, die Erfassung der elliptischen Funktionen mittels der 
Modulargleichungen lassen zuversichtlich glauben, daß die tiefsten Zu- 
sammenhänge in der Analysis arithmetischer Natur sind. Diese Zu- 
versicht hat heute schon Erfolge gezeitigt. Nichtsdestoweniger sind 
die Theorien, die eines Tages solche Ahnungen in Gewißheit um- 
wandeln sollen, noch weit davon entfernt, Gemeingut zu sein. Außer- 
halb eines engen Kreises deutscher Mathematiker ist die Zahlentheorie 
in den letzten Dezennien wenig gepflegt, wenig gefordert worden. 

Wie mag es zugehen, daß so Viele von den eigenartigen, durch 
die Zahlentheorie ausgelösten Stimmungen kaum einen Hauch ver- 
spüren? Die Schöpfungen eines Gauß und anderer Großen sind zu 
erhaben. Für diejenigen, die nicht nur erbaut, auch ergötzt sein 
mögen, liegen zu wenig leicht einschmeichelnde Melodien in dieser 
gewaltigen Musik. Vielleicht ließen sich da Anhänger für die reinen 
Lehren der Arithmetik eher nach der Methode der Salutisten werben. 

Von solchen Erwägungen her kam ich zu einer Art Metamor- 
phose des klassischen Lehrgangs der Zahlentheorie. In einer durchaus 
elementar gehaltenen kleineren Vorlesung, die ich im Wintersemester 
1903/4 hielt, rückte ich geometrische und analytische Problemstellungen 
in den Vordergrund und drang dabei doch ziemlich weit in die Theorie 
der algebraischen Zahlkörper ein. Es war von vornherein meine Ab- 
sicht gewesen, die Vorlesung, die auch vieles neue brachte, zu ver- 
öffentlichen. Die Publikation zog sich wegen anderer Arbeiten hinaus. 
Herr Dr. A. Axer, einer meiner damaligen Zuhörer, hat seinerzeit mit 
großer Sorgfalt die Vorlesung ausgearbeitet und noch ein letztes Kapitel 
nach Aufzeichnungen in einem Manuskript von mir angefügt. Für 
seine wertvolle und treue Mitarbeit bin ich ihm zu großem Danke 
verpflichtet. 



Inhaltsverzeiclmis. 



§ 


1. 


§ 


2. 


t? 


3. 


§ 


4. 


§ 


0. 


§ 


6. 


§ 


7. 


§ 


8. 


§ 


9. 



Erstes Kapitel. Seite 

Anwendungen eines elementaren Prinzips. 

Begriff der nächsten ganzen Zahl 1 

Annäherung an eine beliebige reelle Größe 2 

Anwendung auf lineare Diophantische Gleichungen 3 

Zirkulare Anordnung von Intervallen 4 

Angenäherte Darstellung zweier Größen 6 

Satz über drei ternäre lineare Formen 9 

Das Minimum eines Formensystems 10 

Variation und Transformation linearer Formen 12 

Ausführung besonderer Variationen 16 

§10. Grenzfälle des Satzes über drei ternäre lineare Foi-men 18 

Zweites Kapitel. 

Zahlen^tter in zwei Dimensionen* 

§ 1. Geometrische Darstellung des Zahlengitters 20 

§ 2. Satz über zwei binäre lineare Formen 20 

Strenge Begründung der oberen Grenze für das Minimum 23 

Grenzfälle des Satzes über zwei binäre lineare Formen 24 

Allgemeiner Satz über konvexe Figuren mit Mittelpunkt 28 

Das Produkt zweier binärer linearer Formen 31 

Verteilung der Gitterpunkte in einem Parallelogramm vom Inhalt 4. 32 

Eigenschaftender Lösungen von |S?2l<^i ^^ 

Die Kette der primitiven Lösungen 39 

Ketten mit Ende 40 

Nichthomogene zerlegbare quadratische Ausdrücke 42 

Paare primitiver Lösungen 46 

Potenzsummen 47 

Der Maximalwert für das Minimum von \^\^^\ri\^ ol 

Drittes Kapitel. 

Zahlengitter in drei Dimensionen. 

Definition des Zahlengitters in drei Dimensionen 59 

Theorem über konvexe Körper mit Mittelpunkt 60 

Grenzfälle des letzteren Theorems 61 

Charakter der Oberfläche bei einem maximalen il[f/2- Körper .... 63 

Die Anzahl der Seitenflächen eines maximalen itf -Körpers ..... 65 

Die Anzahl der Gitterpunkte auf einem Jf-Körper 66 

Parallelepipede 67 

Elliptische Zylinder 75 



*? 


3. 


§ 


4. 


§ 


5. 


§ 


6. 


§ 


7. 


§ 


8. 


§ 


9. 


§ 


10. 


§ 


11. 


§ 


12. 


§ 


13. 


§ 


14. 



§ 


1. 


§ 


2. 


§ 


3. 


§ 


4. 


§ 


6. 


§ 


6. 


§ 


7. 


§ 


8. 



Inhaltsverzeichnis. YII 



Seite 

§ 9. Oktaeder 77 

§ 10. Doppelkegel 81 

§ 11. Dichteste Lagerung kongruenter homologer Körper 82 

§ 12. Analytischer Charakter der konvexen Körper 84 

§ 13. Relative Dichte zweier Gitter 87 

§ 14. Adaption eines Zahlengitters in bezug auf ein enthaltenes Gitter . 90 

§ 15. Dreifache Stufen 95 

§ 16. Gitteroktaeder 97 

§ 17. Analytische Formulierung der Bedingungen für eine dichteste gitter- 

fonnige Lagerung kongruenter Körper im Räume 101 

§ 18. Dichteste Lagerung von Kugeln 105 

§ 19. Arithmetische Folgerungen 111 

§ 20. Anwendungen auf die Äquivalenztheorie der ternären quadratischen 

Formen 113 

Viertes Kapitel. 

Zur Theorie der algebraischen Zahlen. 

§ 1. Begriff der ganzen Zahl 118 

§ 2. Der kubische Körper 121 

§ 3. Diskriminante des Körpers 125 

§ 4. Eine Eigenschaft der Diskriminanten von Zahlkörpem 127 

§ 5. Endlichkeit der Anzahl der zu gegebener Diskriminante gehörigen 

Körper 130 

§ 6. Einheiten 133 

§ 7. Einheitswurzeln in einem Zahlkörper 134 

§ 8. Existenz der von Einheits wurzeln verschiedenen Einheiten in einem 

Körper 136 

§ 9. Zusammenhang zwischen den Einheiten eines Körpers 142 

Fünftes Kapitel. 
Zur Theorie der Ideale. 

§ 1. Teilbarkeit der ganzen Zahlen 149 

§ 2. Ideale 153 

§ 3. Basis eines Ideals 156 

§ 4. Norm eines Ideals 158 

§ 5. Äquivalente Ideale. Idealklassen 160 

§ 6. Endlichkeit der Anzahl der Idealklassen 162 

§ 7. Beispiel 164 

§ 8. Multiplikation von Idealen 167 

§ 9. Reziproke Idealklassen 171 

§ 10. Teilbarkeit von Idealen 173 

§ 11. Zerlegung von Idealen in Primideale 176 

§ 12. Eindeutigkeit der Zerlegung von Idealen in Primideale 178 

§ 13. Restensystem nach einem Ideal 179 

§ 14. Sätze über Normen von Idealen 181 

Sechstes Kapitel. 

Annäherung komplexer Größen durch Zahlen des Körpers 

der dritten oder der vierten Einheits würz ein. 

§ 1. Zahlengitter in vier Dimensionen und konvexe Körper in demselben. 186 

§ 2. Einführung des Imaginären . 188 



VIII Inhaltsverzeichnis. 

Seite 

§ 3. Gitterpunkte auf einem ilf-Körper 18^ 

§ 4. Genaue Ermittlung der zulässigen Werte von E im Falle des Zahl- 
körpers Kit), Charakter vierfacher Jlf- Körper 192 

§ 5. Satz über zwei binäxe lineare Formen mit komplexen Variabein für 

den Zahlkörper K{i) 20a 

§ 6. Genaue Bestimmung des Minimums von zwei binären linearen For- 
men im Falle von K{i) 202 

§ 7. Endgültige Formulierung des Satzes über zwei binäre lineare Formen 

für K{i) 21& 

§ 8. Bestimmung der zulässigen Werte von E im Falle von KiJ). Charakter 

vierfacher ilf-Körper 21^ 

§ 9. Satz über zwei binäre lineare Formen mit komplexen Variabein 

für K{j) 225 

§ 10. Genaue Bestimmung des Minimums von zwei binären linearen For- 
men im Falle von K{j) 227 

§ 11. Endgültige Formulierung des Satzes über zwei binäre lineare Formen 

für K(ji) 232 



Erstes Kapitel. 

Anwendungen eines elementaren Prinzips. 

Die Betrachtungen dieses Kapitels werden sich auf ein einfaches 
Prinzip stützen, von welchem Dirichlet seinerzeit mehrere tief- 
liegende Anwendungen gemacht hat-, dasselbe lautet: 

Werm n + 1 Dinge auf n Fächer irgendwie verteilt werden, so 
muß es darunter mindestens ein Fach gehen, welches mehr als ein Ding 
aufnimmt 

§ 1. Begriff der nächsten ganzen Zahl. 

Wir stellen uns das System der ganzen rationalen Zahlen in der 
üblichen Weise durch eine Skala äquidistanter Punkte auf einer un- 
begrenzten Geraden dar (Fig. 1) und wollen festsetzen, daß zu jedem 
der entstandenen Intervalle 

von der absoluten Läns^e 1 -h- — -t 1 1 1 ^ — ^ — 

etwa bloß der linke End- 
punkt gerechnet werde; 

dann wird jeder Punkt der Geraden in ein bestimmtes Intervall hinein- 
versetzt, so daß sich zu jeder beliebig vorgegebenen reellen Größe a 
zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen x^ und Xq-\- 1 derart eindeutig 
angeben lassen, daß 

^0 ^ ^ < ^0 + 1 öd®^ ^ a — i^o < 1 (1) 

wird. Die Zahl x, die nach links nächste Zahl von a, heißt die größte 
ganze Zahl in a und wird nach Gauß mit [a] bezeichnet. 

Zählt man dagegen zu jedem Intervalle dessen rechten Endpunkt 
und den linken nicht, so gehören eindeutig zu jedem beliebigen a 
zwei ganze Zahlen x^ — 1 und x^y derart, daß 

x^ — \<,a'^x^ oder ^x^ — a<,l (2) 

ist; x^ ist dann die nach rechts nächste ganze Zahl von a. 

Xq und x^ sind offenbar die Endpunkte eines Intervalles, den Fall 
ausgenommen, wo a eine ganze Zahl ist und sonach Xq und x^ in a 
zusammenfallen. 

Minkowski, diophant. Approximationen. 1 



2 I. Anwendungen eines elementaren Prinzips. 

Es ist weiter evident, daß a entweder eine ganze Zahl ist oder 
Yon einem und nur einem Endpunkte des Interysdls^ in welchem es 
liegt, um weniger als ^ absolut entfernt ist oder von jedem der End- 
punkte um ^ abstellt. Sonach, existiert zu a immer eine ganze Zahl x 
derart, daß 

\x-a\£^ (3) 

wird; sie ist eindeutig bestimmt, bis auf den Fall, wo a ± ^ ganze 
Zahlen sind und x also zweier Werte fähig ist; sie möge die ab- 
solut nächste oder kurzweg die nächste game Zahl von a heißen. 

§ 2. Annäherung an eine beliebige reelle Größe. 

Ist a eine beliebig gegebene reelle Größe, y eine positive ganze 
Zahl, so gehört nach dem zuletzt Gesagten zu ay eine ganze Zahl x 
(unter Umständen gehören dazu zwei Zahlen x) derart, daß 



X 



1 



X — ay \ < i oder i a < z— (4) 

wird. Die letztere Ungleichung besagt, daß zu a sich eine rationale 
Zahl mit dem Nenner y derart angeben läßt, daß der Unterschied 

zwischen letzterer und a dem Betrage nach die Größe -— nicht über- 

schreitet. Auf diese Weise kann man der Größe a durch rationale 
Zahlen beliebig nahe kommen, indem man nur y groß genug wählt. 
Zu einer Verstärkung dieser Annäherung führt die folgende Über- 
legung: Wir teilen das Intervall Ol in ^ gleiche Teilintervalle (^^2), 
die, wenn wir zu einem jeden dessen linken Endpunkt, nicht aber 

den rechten zählen, unter- 

kk — ^ j- e »j 1 1 1 einandervollständiggetrennt 

^ ^ ^ ^ -^ sind und in ihrer Gesamtheit 

^^ die ganze Strecke Ol, zu 

welcher ebenfalls bloß der linke Endpunkt 0, nicht aber der rechte 1 
zu zählen ist, zusammensetzen (Fig. 2). Sonach muß jede in diese 
Strecke fallende Größe | eine und nur eine der folgenden Unglei- 
chungen erfüUen: 

0^|<|, y^l<|, , '7'^S<1- (5) 

Es sei nun x die nach rechts nächste ganze Zahl von ay: 

O^x — ay <1] 

dann muß x — ay einer der Ungleichungen (5) genügen. Wir lassen 
y die Werte 0, I, 2, • • •, ^ durchlaufen; da die so entstandenen ^ + 1 
Größen x — ay in den t Teilintervallen Unterkunft finden müssen, so 



§ 2. Annäherung an eine Größe. § 3. Anwendung auf lin. Dioph. Gleich. 3 

wird es nach dem an die Spitze dieses Kapitels gestellten Prinzip 
mindestens ein Teilintervall geben^ welches mehr als eine dieser Größen 
aufnimmt. Ein solches sei etwa das Ä-te und x' — ay\ x" — ay" seien 
zwei von den in dasselbe fallenden Größen; dann ist 

—f-^x -ay <-j, —^—^x -ay <y. 

Hierbei sei t/" > y\ Aus diesen Ungleichungen folgt durch Subtraktion 

— j-<x -x-a{y —y)<-j' 

Wird hier 

X'—X'=^X, y"—y'^y 

gesetzt, wobei y oflFenbar eine der Zahlen 1, 2, • • •, < ist, so hat man: 



X — ay\<i-r oder 



i 



und a fortiori 

X 



X 

a 

y 



^ty' 



— a 

y 



<r («) 



Diese Formeln liefern das folgende Theorem: 

I. Zu einer beliebigen Größe a und einer ganzen positiven Zahl t 
läßt sich mindestens ein Faar von ganzen Zahlen x, y, deren letztere 
in den Grenzen 1, t liegt, derart angeben, daß \x — ay\<Cl/t wird. 

Hiermit ist eine rationale Zahl x/y gewonnen, die der Größe a 
um weniger als 1/y^ absolut nahekommt, welche Annäherung von 
stärkerer Ordnung ist als die vorherige. 

§ 3. Anwendung auf lineare Diophantische Gleichungen. 

Es seien J?, 8, r, s positive ganze Zahlen, B/S = r/s und zwar so, 
daß mittelst r und s dieses Verhältnis in kleinstmöglichen ganzen 
Zahlen ausgedrückt ist, alsdann liefert das letzte Theorem einen ein- 
fachen Existenzbeweis für die Lösungen der linearen Diophantischen 
Gleichung 

sX-rY^h (7) 

Für s = 1 liegt die Lösung X = 1, Y =>0 auf der Hand; denken wir 
uns daher s > 1. Auf das erwähnte Theorem bezugnehmend, setzen 
wir a = r/s, ^ = s — 1; dann gibt es einen Bruch a;/y, wobei 
1 ^ y ^ s — 1, welcher der folgenden Ungleichung genügt: 



oder 



X r 
y 8 



< 



{s-l)y ' 
sx - ry\ <l+^-Y; 



1* 



I. Anwendungen eines elementaren Prinzips. 



oder auch^ da 1/(^ — 1) höchstens den Wert 1 hat^ links aber eine 
ganze Zahl steht: 

\sx — ry\ ^1. 

Die links stehende Größe muß also entweder = oder = 1 sein; 
ersteres kann nicht stattfinden, da r/s in kleinsten Zahlen ausgedrückt, 
hier aber y ^ 5 — 1 ist; daher gilt notwendig 

\sx — ry\ = l, 

oder, wenn s das Vorzeichen der Zahl sx — ry bedeutet: 

e (sx — ry) = 1. 

Hiermit ist aber eine Lösung der vorgelegten Gleichung gegeben, 
und zwar: 

X-=^€X, Y=€y. (8) 

Wird nun R^ dr, S =^ ds gesetzt und (7) mit d multipliziert, so 
zeigt sich, daß d eine ganze Zahl sein muß; d heißt der größte ge- 
meinsame Teiler von R und S, und r und s heißen teilerfremd. 



+f 



'-a 



§ 4. Zirkulare Anordnung von Intervallen. 

Wir zeichnen (Fig.3) neben der Zahlengeraden einen die- 
selbe imNullpunkte berührenden Kreis vom Radius 1/2 :nc und 
denkenuns beide Aste der Geraden, den positiven und den 
negativen, in entgegengesetzten Richtungen um den Kreis 
gewickelt. Sodann bildet sich jeder Punkt a der Geraden in 
einem Punkte 6 der Kreisperipherie ab; h ist dann zu gleicher 
Zeit Abbild aller Zahlen, die sich von a um eine ganze 
Zahl unterscheiden. So bilden sich die ganzen Zahlen 
selbst alle im Nullpunkte ab. Der Bogen 06 stellt, 
in positiver Richtung gemessen, die Größe a — [a] dar. 

Die durch eine solche Abbildung gewonnene An- 
ordnung des Kontinuums aller reellen Werte längs der 
Peripherie eines Kreises wollen wir die zirhula/re Anord- 
nung des Kontinuums nennen. 

Es seien t Größen »i, ö&g, • • •, a^ (^ > 2) durch Punkte 
auf der Geraden gegeben. Wir bilden dieselben auf den 
Kreisumfang in der obigen Weise ab und bezeichnen die 
Abbilder in der Reihenfolge, wie sie entlang der Peri- 
pherie vom Nullpunkte ab in positiver Richtung auf- 
treten, mit 6i, 62^ • * *; ^n eventuell zusammenfallende 
Punkte sollen in dieser Folge nebeneinander stehen. So- 
Fig. 3, dann wird es unter den Bogenstücken 



c- 



■--/ 



§ 4. Zirkulare Anordnung von Intervallen. 



in welche der Ereisumfang zerfällt^ mindestens eines geben^ das die 
Länge 1/t nicht überschreitet; so sei etwa 

0^arc6,_,&,^-f. (9) 

Für das kleinste aller Bogenstücke wird in dieser Ungleichung rechts 
sicherlich nur das Ungleichheitszeichen gelten^ außer^ wenn alle Bogen- 
stücke gleich lang sind und sonach für alle das Gleichheitszeichen 
gilt. In dem ersteren Falle seien a, a" jene von den gegebenen 
Größen, welche sich in &;^_^ resp. 6;^ abbilden; dann ist 

arc 06;^_i = a' — [a'J, arc 06^ == a" — [a '], 
mithin 

arc 6j_i \ = a" — a' + [a] — [a ']; 

es existiert somit eine ganze Zahl x == [a'] — [a"], welche der Un- 
gleichung 

0<a"-a+ic<4- (10) 

genügt. Im zweiten Falle haben wir: 

arc 6,_, 6, = I (f = 1, 2, 3, • • •, t; \ = 6,), (11) 

daher für beliebige i, k: 

arcfe,.6;t r~> 

und in der Folge für beliebige zwei a, a' unter den gegebenen 
Größen a: 

o" - o' = I , (12) 

worin l eine jeweils bestimmte nicht durch i teilbare ganze Zahl be- 
deutet. 

Diese Betrachtung liefert somit den Satz: 

II. Unter t bdieibig gegebenen redien Größen a^, a^, • • •, a^ gibt 
es entweder mindestens ein Paar, a\ a", welches hei einsprechend ge- 
wähltem ganzzahligem x die Ungleichung 

0<a"-a'+a;<4- 
— z 

erfüllt, oder es gehört zu jedem a ein a" derart, daß bei jedesmal ge- 
eignet gewähltem ganzzahligem x 

a-~a'+ir«4- (13) 

z 

tmrd. 
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Nimmt man speziell a^^^ =« ay (y = 0, 1, 2, • • •, ^ — 1) an und be- 
zeichnet die dem a' bzw. a" entsprechende Größe mit ay bzw. ay'y 
so geht die Ungleichung (10) in die folgende über: 

0^ir-a(y -y")<y, 
oder, wenn 

gesetzt wird: 

0£x-ay<-y', (14) 

und wenn man hier, so oft y negativ wird, die Vorzeichen umkehrt, 
wie folgt: 

0^_a;-a(-t/)>-|, (15) 

hernach — x durch x, — y durch y ersetzt, so lassen sich die Un- 
gleichungen (14), (15) in die eine 

\x-ay\<\ (16) 

zusammenfassen, wobei y eine positive Zahl ^ ^ — 1 ist. 

Der Fall (12) hingegen erfordert hier, wo unter den gegebenen 
Zahlen ay jedenfalls die Null vorkommt, daß alle t — 1 anderen 
Zahlen ay gebrochene Zahlen sind, aber at ganz ist, woraus folgt, 
daß a selbst ein nicht reduzierbarer Bruch vom Nenner t ist; und in 
diesem Falle findet die Gleichung (13) statt, welche hier die Form 

x-ay^^, (-it-l)£y£t-l,y + 0) 
oder 

\x-ay\=^, (l£y£t-l) (17) 

annimmt. Der Satz II sagt sonach im Falle a^^^ ^ay{y = 0, 1, 2, • • •, t— 1) 
im Wesen dasselbe aus, was der Satz I, nur mit dem Unterschiede, 
daß die obere Grenze des y dort ^, hier ^ — 1 ist, ferner, daß anderer- 
seits \ X — ay\ dort immer unterhalb 1/t herabgedrückt werden kann, 
hier aber nur bis auf den bezeichneten Ausnahmefall, in welchem 
X — ay \ = l/t ist. 

§ 5. Angenäherte Darstellung zweier Größen. 

Um eine gleichzeitige Annäherung durch Brüche mit gleichem 
Nenner an zwei gegebene Größen a, h anzubahnen, nehmen wir eine 
ganze Zahl an, bezeichnen mit x bzw. y die nach rechts nächste 
ganze Zahl von a0 bzw. hs, bo daß also 

0^a;-a;2f = |<l, O^y — 6ief = ^<l 



§ 6. Angenäherte Darstellung zweier Größen. 



ist, und teilen die Strecke Ol ebenso, wie im § 2, in f gleiche Teil- 
intervalle, so daß dann 5 wie rj für sich je einer der Ungleichungen 



0<"< 



t ' 






^f^Ji 






^5^<% 



Af 



Fig. 4. 



genügen. Lassen wir nun die Werte 0, 1, 
2, • • •, t^ durchlaufen, so entspricht jedem ^sp^i 
ein bestimmtes Größenpaar |, 17 und hiermit 
eine Kombination derjenigen zwei unter den 
bezeichneten Teilintervallen, in denen die betreffenden 5, ^ bzw. liegen. 
Da nur t^ verschiedene solche Kombinationen möglich sind, aber 
^^ + 1 Werte annimmt, so muß es mindestens eine Kombination 
geben, welcher zwei Werte^ von 0, etwa 0\ 0" entsprechen, so daß die 
zugehörigen Werte |', |" einerseits und r[^ rf' andererseits in je ein 
und dasselbe Intervall fallen. Es seien dies das %-te resp. Ä;-te Inter- 
vall (Fig. 4); dann haben wir: 

^5 =a? —a0 <— , —r'^n =tf —00 <y, 



* 



woraus durch Subtraktion 



— y<a; -a;— a(;? -^)<y, —-j<y -y—b(e —g)<-j 



folgt, oder, wenn 



// 



0? 

gesetzt werden: 

wobei 

ist, — oder auch 

und a fortiori 



/f 



// 



X 



X ^X, y —y ^y^ z —0 ^0 



~»^I<T-^ |y-&^l<^. 



1< ;^ < ^2 



(18) 

(19) 



X 

z 


— a 


<,'-. 


y 

z 


b 


X 

z 


— a 


z-^ 


y. 

z 


-6 



^ tz^ 



< 



I 



Hiermit ist das folgende Theorem gewonnen: 

in. Zu 0wei beliebig vorgegebenen Größen a, b und einer gan0en 
positiven Zahl t kann man immer mindestens eine in den Qren0en 1, 
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t^ gelegene gcmise ZaM z und dazu zwei andere ganze Zahlen x, y der- 
art angehen, daß gleichzeitig die Ungleichungen Gestehen: 

\x — az\<—, \y — l^\<\' 

Hierdurch sind also rationale Zahlen xjz und yjz gewonnen, die 

den Grrößen a und & bzw. um weniger als Ijz^ absolut nahekommen. 
Man sieht ohne weiteres, wie dieser Satz auf beliebig viele ge- 
gebene Größen ausgedehnt werden kann. In der allgemeinen Fassung 
lautet er, wie folgt: 

III'. Zu »j gegebenen Größen a^, a^, . . ., a^ und einer positiven 
ganzen Zahl t kann man immer mindestens eine in den Grenzen 1, ^ 
liegende ganze ZaM z und dazu n andere ganze Zahlen x^, x^y . 
derart angeben, daß 



'f ^n 



X, — a.z 



<— und a fortiori 



X; 



Z 



— a. 



< 



1 + 



(i = 1, 2, 3, . . ., n) 



z 



n 



(20) 



u)ird. 

Wir wollen die TJugleichungen (18) unter Hinzufügung des Gleich- 
heitszeichens zum Ungleichheitszeichen folgendermaßen schreiben: 

I tx — atz 1^1, \ty — htz\'^l, 
und gemäß (19) 

als dritte Ungleichung hinzufügen; dann läßt sich das Theorem HI 
so formulieren: 

ni". Es gibt mindestens ein System von ganzzahligen Werten x, y, z, 
die nicht alle gleichzeitig verschwinden und den drei linearen Form,en 



l-=tx — atz, fj = ty — htZy i^ t^ z 



(21) 



mit der Determinante 



ty 0, — at 
0, t, - bt 

JL 



0, 0, 



= 1 



Werte erteilen, deren Beträge die Einheit nicht übersteigen. 

Dieser Satz ist bloß ein Spezialfall eines viel allgemeineren 
Satzes, welcher den Gegenstand der nächstfolgenden Paragraphen 
bilden solL 



§ 6. Satz über drei temäre lineare Formen. 



§ 6. Satz fiber drei temäre lineare Formen. 

Der allgemeine Satz lautet: 

IV. Zm drei reellen linearen Formen dreier Variabdn, 

ri= ax + Vy -\- cZj 
g ^ o:'x + V'y + d'ü, 



(22) 



mü der Determinante 1 lassen sich immer ganjszdhiige Werte x, y, z, 
die nickt sämüich verschimnden, derart angeben, daß für dieselben 



Sl^l, l^l^l, 151^1 



(23) 



wird. 

Dieser Satz läßt sich auch auf Formen (22) mit beliebiger nicht 
verschwindender Determinante A in der Weise übertragen, daß in (23) 

die Einheit durch |yÄ| ersetzt wird; denn steht er einmal für For- 
men mit der Determinante 1 fest und haben |, r], g die Determinante 

A + 0, so ist er auf die Formen |/f^A, ly/^A, t/VÄ, deren Deter- 
minante offenbar 1 ist, anwendbar: alsdann existiert ein ganzzahliges, 
von (0, 0, 0) verschiedenes Wertesystem {x, y, z\ für welches 



also 





n 


y 




1 , 


n , 


t 


<1 



<1 



wird. 

Für den Satz IV sind drei wesentlich verschiedene Beweise be- 
kannt geworden. Der eine beruht auf geometrischen Betrachtungen, 
die mich auf den Satz geführt haben, und ist sehr durchsichtig, setzt 
aber gewisse geometrische Begriffe voraus, auf die wir erst in den 
nächstfolgenden Kapiteln eingehen wollen; einen anderen, arithme- 
tischen Beweis hat Hurwitz (ööttinger Nachrichten, Math.-phys. KL, 
1897, p. 139) gegeben; der dritte, der in den folgenden Zeilen ent- 
wickelt werden soll, beruht wesentlich auf einer Idee von Hubert. 

Wir beweisen den Satz zunächst für folgende drei spezielle 
Formen mit der Determinante 1 : 






V = j-> t = -ix + Sy + tJig, 



(24) 



worin ^j, t^ ganze positive Zahlen und Äj B beliebige reelle Größen 
sind, — und fähren sodann durch gewisse Kontinuitätsbetrachtungen 
den allgemeinen Fall auf diesen speziellen zurück. 
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Um den Satz IV für die Formen (24) zu beweisen, lassen wir x 
die Werte 0, 1, 2, . . ., ^^l ^^d unabhängig davon y die Werte 0, 1, 2, 
. . ., ^2 durchlaufen. Jede der so entstehenden (^^ + l)(t^ + 1) Kom- 
binationen (x, y) erteilt der Größe — {Ax + By)/t^t^ einen bestimmten 
Wert, zu welchem wir die nach rechts benachbarte Zahl suchen, so 
daß jedesmal 

also für jedes so erhaltene Wertesystem (x, y, 0) 

wird. Da auf diese Weise (t^ + 1) (t^ + 1) Werte von g hervorgehen, 
welche sämtlich in dem Intervall von bis t^t^ liegen, dieses Inter- 
vall aber nur t^t^ Teilintervalle von der Länge 1 besitzt, so müssen 
in mindestens einem der letzteren nicht weniger als zwei Werte von J 
zu liegen kommen. So sei etwa: 

h£t=-Äx + By+ tj^/ <h+l, 

h^^'^Ax'+By'+t^t^z'' <Ä + 1. 

Hieraus folgt durch Subtraktion: 

ir-ri<i. (25) 

Setzen wir nun 

X —X =X, y —y =y, ^ - s ^ z, 

wobei offenbar 

O^l^i^^i, O^lyl^^s, (26) 

ist, so wird: 

\t'-X\ = \Ax + By + t^t^z\<\ (27) 

und hiennit sind drei ganzzahlige Werte x, y, e gewonnen, für welche 
nach (26), (27), (24) 

lil^i, l^l^i, iei<i 

wird. Dabei können diese Werte Xy y, js nicht sämtlich verschwinden, 
denn wären auch nur Xy y beide gleich 0, so würde dies bedeuten, 
daß die beiden Kombinationen (a;', y'), (a?", y") miteinander identisch 
sind, was ausgeschlossen ist. 

Demnach ist unser Satz für den Spezialfall (24) bewiesen. 

§ 7. Das Minimnm eines Formensystems. 

Der weitere Gang des Beweises erfordert die Entwicklung einer 
Reihe von vorbereitenden Tatsachen und Begriffen, deren erster das 



§ 7. Das Minimiun eines Formensystems. H 

Minimum eines linearen Formensystems für ganzzaMige Werte der 
Variabein sein soll. 

Es sei das allgemeine Formensjstem (22) mit der Determinante 1 
vorgelegt und g sei der größte unter den Beträgen der Koeffizienten 
dieses Formensystems: 

kl, \i\y ..-, \c'\^9' (28) 

Setzt man beliebige zwei der Variabein rc, y, J3 gleich 0, die dritte 
gleich 1, so wird jede der drei Formen sichtlich gleich einem ihrer 
Koeffizienten^ also gleichfalls 

m,\v\,\t\£g- (29) 

Hiermit ist die Existenz solcher ganzzahliger Werte x, y, klar ge- 
legt, die nicht alle Null sind und den drei Formen Werte |, iy, J er- 
teilen, welche dem absoluten Betrage nach die Größe g nicht über- 
steigen; diese letzteren Werte können auch nicht alle drei zugleich 
verschwinden, denn solches tritt wegen Nichtverschwindens der Deter- 
minante von (22) nur für x ^Oy y«=0, ;er = ein, das letztere Werte- 
system kommt aber hier nicht in Betracht. 

Um nun Schranken zu finden, innerhalb deren die Größen Xy y, z 
überhaupt liegen müssen, wenn irgendwie die Ungleichungen (29) be- 
stehen sollen, lösen wir die Formen (22) nach x, y, z auf: 

X = ai + arj + a 'g, 

worin «, /5, . . ., y' Unterdeterminanten von 

ja, 6, c 
A = I a', 6', c 

I a , , c 

sind. Da wegen (28) jede solche Unterdeterminante absolut ge- 
nommen ^ 2g^ sein muß, so haben die Gleichungen (30) und die 
Ungleichungen (29) notwendig zur Folge: 

1^1. \y\y \^\£^9^' . (31) 

Hiermit sind in — 6^^^, ßg^ Schranken der verlangten Art gefanden. 
Es gibt sonach bloß eine endliche Anzahl von solchen ganzzahligen 
Wertesystemen (x, y, z), welche die Ungleichungen (29) bewirken, und 
wir denken uns diese Wertesysteme aus der Gesamtheit der zwischen 
den besagten Schranken liegenden ganzzahligen Werte x, y, z heraus- 
gesucht, doch unter Ausschluß des Wertesystems (0, 0, 0). 
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Es möge nun tp {x, y, z) den größten^ resp. einen der größten 
unter den drei einem vorgegebenen Wertesystem {x, y, d) entspringen- 
den Beträgen \^\, { 17 1, | ^ | bedeuten. Dann wird für die soeben aus- 
geschiedenen ganzzahligen Wertesysteme {x^ y, z) und nur für diese, 

0<(p{x,y,z)'^g 

sein. Unter diesen zugehörigen 9?, deren es eine endKche Anzahl, 
und zwar mindestens eins gibt, muß es einen kleinsten Wert geben, 
der sicher von verschieden ist und eventuell auch für mehrere der 
Systeme {x, y, d) herauskommen kann; dieses kleinste q> wollen wir 
das Minimum des Formensystems |, % g (seil, für ganzzahlige Werte 
der Variabein) nennen. Die Existenz desselben ist durch die vor- 
stehende Betrachtung dargetan; zugleich ist festgestellt worden, daß 
es ^ ^ ist und bei Werten x, y, z eintritt, die jedenfalls in den 
Schranken — &g^, Qg^ liegen. 

Der Beweis des Satzes IV wird nunmehr darauf hinauslaufen, zu 
zeigen, daß das Minimum des Pormensystems (22) den Wert 1 nicht 
überschreiten kann; für das spezielle System (24) ist dies bereits be- 
wiesen. 

§ 8. Variation und Transformation linearer Formen. 

Wir zeigen zunächst, daß das Minimum sich kontinuierlich ändert^ 
wenn man die Koeffizienten der drei Formen kontinuierlichen Änderungen 
unterunrft Wir variieren die Koeffizienten a, 6, . . ., c'' bzw. um 
Größen öa, 8h, . . ., Sc'\ deren Beträge unterhalb einer positiven 
Grenze e liegen mögen: 

\8a\, \6l\, ..., |*c"|<6; (32) 

wir bezeichnen dies als eine Variation < £ der Formen |, rj, f. Es 
sei nebenbei bemerkt, daß, wenn wir eine willkürliche erste Variation 

< € vorgenommen haben und dabei Sq der größte unter den Beträgen 
I da I, \Sb\y . . ., \8c'\ ist, wir an dem so gewonnenen neuen Formen- 
system alsdann noch eine ganz beliebige Variation < f — £q vornehmen 
können und dabei das Resultat gleichbedeutend mit einer Variation 

< £ von I, Tj, g sein wird. Haben wir nun eine Variation < a an 
I, rj, g ausgeführt und bezeichnen mit |*, ly* g* die dadurch aus 
I, 1], g hervorgegangenen Formen, mit d|, ärj, dg dagegen die Ände- 
rungen, welche die gegebenen Formen dabei erfahren haben, so ist 

I* c= I + dl =- (a + da)x + (b + Sb)y + (c + Sc)z, 

-ly* == ly + d7? = (a + 8a')x + (y -h SV)y + (c' -f- 8c')z, (33) 

g* = g + *g « (a" + Sa')x + (6" + 8V)y -f (c" + Sd')z, 



§ 8. Variation und Transfoimation linearer Formen. IS 

Es sei nun M das Minimam der ursprünglichen ^ M* jenes der 
yariierten Formen. Wir wollen unter a?, y, z solche ganzzahlige Werte 
der Variabein verstehen, für welche das Minimum M eintritt; dann 
müssen dieselben, sobald die Voraussetzung (28) getroffen ist, nach 
§ 7 der Ungleichung 

\^\, \y\, l^l^ß^» (34) 

genügen. Mit Rücksicht darauf und auf (32) folgt aus (33) für dieses 
Wertesystem {Xy y, d)\ 

nmsomehr also 

Jf*<ilf+18«/. (35) 

Analog seien rc*, y*, ^ gewisse das Minimum M* bewirkende 
ganzzahlige Werte der Variabein. Da aus der Voraussetzung (28) und 
aus (32) eine analoge Voraussetzung für die Koeffizienten der variierten 
Formen folgt, nämlich 

\a + öa\, \l + dh\y . . ., \c" + äd'\<g + e, 

so müssen ic*, y*, 0^ einer zu (34) analogen Ungleichung genügen, 
und zwar 

und dementsprechend folgt aus (33) für dieses Wertesystem (a;*, j/*, z^)\ 

daher auch 

Jf <ilf* + 18fi(i^ + «)^ (36) 

Aus den Ungleichungen (35), (36) entnehmen wir nun: 

wodurch der Unterschied beider Minima, M imd -3f*, zwischen zwei 
Grenzen eingeschlossen erscheint, welche beliebig klein gemacht wer- 
den können, sobald nur e genügend klein genommen wird, d. h. so- 
bald die Variation der gegebenen Formen einen hinreichend kleinen 
Spielraum nicht überschreitet. Hiermit ist also dargetan, daß das 
Minimum von drei linearen Formen eine kontinuierliche Funktion der 
Koeffizienten ist. 

Im folgenden werden wir das Formensystem |, iy, g, und zwar 
immer nur zwei der Formen, so zu variieren haben, daß die System- 
determinante den Wert 1 beibehält und dabei die Variationen aller 
Koeffizienten eine Grenze s nicht überschreiten. Dies wird in fol- 
gender Weise zu erzielen sein: Wir variieren zunächst etwa bloß die 
Koeffizienten von | bzw. um die Größen da, öl, de, so zwar, daß 

\da\, \db\, \dc\<d' (37) 



14 



I. Anwendungen eines elementaren Prinzips. 



bleibt, wobei # noch unbestimmt, jedenfalls aber 

0<d'<s (38) 

sei, und es sei 1 + d A die Determinante des variierten Formensystems, 

wobei also 

da, dbf de 

dA = a', V, c 

ist. Damit aus dieser Determinante wieder eine Determinante vom 
Werte 1 hervorgeht, multiplizieren wir in ihr eine der unvariierten 
Zeilen, z. B. die dritte, mit 1/(1 + dA). Dadurch wird aber zugleich 
eine Variation der Koeffizienten von g hervorgerufen, und zwar bzw. 
um die Größen: 



da = 



1 + dA' 



d6" = 



-6"dA 
i + ^A^ 



dc"== 



-c"dA 
1 + dA' 



und jetzt handelt es sich darum, daß auch diese Variation den fest- 
gesetzten Spielraum nicht überschreite, also 



da' 



ör 



',y 



de" I < S 



bleiben. Nun ist mit Rücksicht auf (28) 

\SA\<6d'g^ 

6V<1 
dA 



und daher, wenn noch 
vorausgesetzt wird. 



(39) 



mithin werden 1 da 



rt 



1 + dA 
Idfe 



^ i — e-o-^«' 



tr 



wenn nur 



, I de" I sicher sämtlich < b ausfallen, 



1 — e-o-^' 



<^ 



(40) 



ist. Man braucht also, um das Gewünschte zu erreichen, nur %' so 
zu wählen, daß es die Ungleichungen (38), (39), (40) gleichzeitig 
erfüUt. 

Dem Beweise des Satzes IV muß noch die folgende Betrachtung 
vorausgeschickt werden : 

Wir üben an den Formen |, % % eine durch die Gleichungen 






(41) 



§ 8. Yariation und Transformation linearer Formen. 
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gegebene lineare Transformation ans, wobei p, p', • • ■, i'' ganze Zahlen 
sein mögen und die Transformationsdeterminante 



T = 



P, 
1, 



P, 

i, 



P 



ff 



ff 



ff 



den Wert 1 haben soll. Dann gehen die drei Formen in drei neue 
mit den Variabein X, F, Z über: 

S=-AX + BY+CZ, 

H=AX + BT+CZ, (42) 

Z=A"X + B'Y+C'Z, 

wobei der Zusammenhang zwischen den transformierten Koeffizienten 
Ay B, . , ., (7' und den ursprünglichen a, 6, . . ., c" durch eine Be- 
ziehung zwischen den zugehörigen Matrizen und der Matrix T, und 
zwar 



A, B, G 


. 


a, i, c 


Ä, B, a 




a', V, d 


A", S", C 




ff r" ' 

a y y c 



ff 



■T 



(43) 



zum Ausdruck gebracht werden kann. Dieser Beziehung zufolge 
stimmt nach dem Multiplikationssatze der Determinanten die Deter- 
minante der transformierten Formen Sy H, Z mit derjenigen von 
I, rj, g im Werte überein, ist also wieder =v= 1. 

Für je zwei durch die Gleichungen (41) verbundene Wertesysteme 

{Xy yy 0) und (Xy Yy Z) gilt I 

l{Xyyy0)^S{XyYyZ)y ^ ^^y V y Z) ^ H {Xy Yy Z) y 

l{XyyyZ)^Z{XyYyZ)', 

dabei entspricht jedem ganzzahligen Wertesystem (X, Yy Z) ein ganz- 
zahliges Wertesystem (x, yy 2)y und — weil T = 1 ist — auch um- 
gekehrt; speziell für X = 0, F=0, Z=0 gehen Xy yy z ebenfalls in das 
Wertesystem (0, 0, 0) über, und setzt man umgekehrt in (41) a; = 0, 
y == 0, ;Sf = ein, so folgt wegen Nichtverschwindens der Determinante 
als einzige Lösung: X == 0, F=0, ^=0. 

Aus dieser Sachlage folgt ohne weiteres, daß das Minimum des 
Formensystems S, H, Z dasselbe sein muß, wie jenes von |, rjy g. 
Durch eine lineare Transformation mit der Determinante 1 (unim^dti' 
lare Substitution) ändert sich also das Minimum von drei temö/ren line- 
aren Formen nicht. 



p 

8 
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8 


b 


<i. 
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§ 9. Attsfiilirnng besonderer Yariationeii. 

Nun läßt sich der Beweis des Satzes IV in wenigen Zügen er- 
ledigen. Angenommen^ der Satz wäre nicht richtig, also das Minimum 
der Formen 6; Vf S größer als 1. Dann kann man nach § 8 ein £>0 
derart angeben, daß für alle Variationen < s dieser Formen das 
Minimum sich so wenig ändert, daß es immer noch die Einheit über- 
steigt. Eine solche Variation führen wir aus, indem wir zunächst 
zu € ein positives d" derart bestimmen, daß gleichzeitig 

»<e, 6V<1, t:?^<« (44) 

wird, sodann eine positive ganze Zahl s derart festlegen, daß 

4-<* (45) 

wird, hierauf rationale Zahlen p/s, qjs, r/s suchen, so daß 

wird (s. § 1), und in der Form § c durch r/s ersetzen, weiter h durch q/s, 
wobei wir g + annehmen können, da wir für dasselbe sicher die 
Wahl zwischen zwei benachbarten ganzen Zahlen haben, schließlich a 

durch — H r, wobei t eine so gewählte ganze Zahl bedeute, daß 

8 Q SV 

qst>0 und zugleich — + -^<d' (47) 

8 QSv 

wird. Hierdurch werden die Koeffizienten von § um Größen variiert, 
die wegen (45) und (47) dem Betrage nach unterhalb O* liegen. Um 
noch die gleichzeitig erfolgte Variation tfA der Determinante des 
Pormensystems zu beheben, multiplizieren wir die Koeffizienten in g 
mit 1/(1 + dA) und erhalten so das variierte Formensystem 

<1* - <1, (48) 

^ 1 + ^A' 

welches aus dem ursprünglichen wegen (44) (s. § 8) durch eine 
Variation < a hervorgeht und darum ein Minimum hat, das sicher 
noch > 1 ist. 

Nun erfüllen die ganzen Zahlen w = — p^t, v=^—pqt+l die 
Relation 

{pqt-{-l)v — q^tu = 1, 
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und wir führen an dem System (48) die durch die Gleichungen 

y'^ux +vy, 

z =- z -^ 

gegebene Transformation mit der Determinante 

i?^^+l, c^t, qrt 
Uy V, 0=1 

0, 0, 1 

aus. Die transformierten Formen, welche §', rf, g' heißen mögen (wo- 
bei 5' schon die für den Spezialfall (24) charakteristische Gestalt "^ 

hat), und welche nach § 8 dasselbe Minimum > 1 haben, wie die 
-Formen (48), variieren wir nun in ähnlicher Weise, wie dies mit den 
ursprünglich gegebenen geschehen ist. Wir bestimmen a, ^' ähnlich, 
wie vorhin £, # bestimmt wurden, legen sodann eine positive ganze 
Zahl s derart fest, daß 

7 < *' (49) 

wird, finden weiter zu den Koeffizienten von r{ nach Analogie voi^ 
(46) rationale Näherungszahlen p'ls, ^js^ rfs, wobei wir /+0 ein7 
richten, und substituieren in ri p'js' für den Koeffizienten yojx-^j^ 

rjs' für jenen von / und -^ + -r-rg für jenen von y\ wobei i als gäiiÄt^ 

Zahl so gewählt sei, daß 

rs't > und zugleich 4 + ~ < '^' (50) 

wird; gleichzeitig multiplizieren wir ^ mit dem aus der soeben per- 
folgten Variation d'A der Determinante sich ergebenden Faktor 1/(1 +tf'A) 
und erhalten so das folgende variierte Formensystem von der Deter-; 
minante 1: 



**. 



X 






qst' 



s r st 

;■{■■■ i 






1 + d'A 



i. <■ fi. 



«dessen Minimum immer noch > 1 sein wird. An diesem Formens 
.System üben wir die Transformation j^ym) 

Minkowski, diqphant. iLj)proxiinationen. 2 
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fr / 

y"= p' r't'x' + Wr t'-\- l)y'+ /««'/, 

^" f r \ ff 

z = V y + w 2 

aus, wobei wir mit v = — q^t\ w=^ — qrt'-^- 1 der Gleichung 

Genüge leisten, so daß die Transformationsdeterminante 

1, 0, ! 

0, Vy W 

wird. Hierdurch geht das Pormensystem (51), wenn zur Abkürzung 
gesetzt wird, in das folgende über: 



r'= 


X 




h' 




fr 




y' 


• 




*, 



(52) 

r= Ax"+ By"+ t,t,0". 

(Der dritte Koeffizient in J;" muß = ^^^2 sein, weil die Determinante 
des Formensystems = 1 ist; die übrigen zwei Koeffizienten bezeichnen 
wir kurz mit Ä, B.) Dieses Formensystem hat dasselbe Minimum 
wie jenes (51), also ein Minimum > 1; dies steht aber im Wider- 
spruch mit dem Satze IV., insofern dieser für den Spezialfall (52) 
bereits bewiesen ist. Hiermit ist die Unzulässigkeit der Annahme, 
daß das Minimum von |, iy, g die Einheit übersteige, dargetan, woraus 
a contrario die Richtigkeit des Satzes IV. für beliebige drei temäre 
lineare Formen mit der Determinante 1 folgt. 

§ 10. Orenzfalle des Satzes über drei lineare ternäre Formen. 

Für die Anwendungen werden von besonderer Wichtigkeit die 
Grenzfälle sein, in denen das Minimum der Formen (22) genau 
gleich 1 und nicht kleiner ist. Im allgemeinen werden auch solche 
ganzzahlige Werte der Variabein existieren, die nicht alle verschwinden 
und für welche die Beträge aller drei Formen < 1 werden; ist dies 
aber nicht der Fall, wofür wir später die vollständigen Bedingungen 
ableiten werden, so muß, wie sich zeigen wird, namentlich mindestens 
eine der Formen ganzzahlige Koeffizienten haben. 

Ein dem Satze IV. ganz entsprechender allgemeiner Satz für 
n lineare Formen mit n Variabein läßt sich ähnlich, wie der Satz IV., 
beweisen; doch bietet der weitere Ausbau der soeben erwähnten, auf 
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den Grenzfall des Satzes IV. bezüglichen Kriterien für mehr als drei 
Formen erhebliche Schwierigkeiten dar, die sich mit der Anzahl der 
Formen steigern. 

Dagegen läßt sich eine andere Tatsache sehr leicht für n lineare 
Formen mit n Variabein beweisen, sobald einmal der zu IV. analoge 
allgemeine Satz feststeht, — diese nämlich, daß es stets gomzzahlige 
Werte der Variahein gibt, die nicht alle verschwinden und für welche 
alle n Formen bis auf eine, von vom herein beliebig ausgewählte, dem 
Betrage nach < 1 werden, diese eine dagegen ^ 1 wird. 

Denn bilden wir, um bei drei Formen zu bleiben, aus den Formen 
i,rj,^ mit der Determinante ! die drei neuen Formen (l + d)i, 
(1 + d^rj, i/(l+^y, wobei d' eine willkürliche positive Größe bedeute, 
so haben die letzteren Formen ebenfalls die Determinante 1, und es 
gibt darum ganzzahlige, von (0, 0, 0) verschiedene Wertesysteme 
{x, y, z), für welche 



und also 

|||<1, |i,|<l, |§l^(l+^)» (53) 

wird. Unter den sämtlichen, sicher nur in endlicher Anzahl vorhan- 
denen Wertesystemen, die überhaupt den Ungleichungen (53) genügen, 
greifen wir nun ein solches heraus, welches dem | f | den kleinst- 
möglichen Wert erteilt; das so bestimmte Minimum für |f| kann sich 
offenbar bei einem Übergang zu größerem %^ nicht ändern, hat somit 
den gleichen Wert für irgend zwei %', d. h. es ist von %• ganz unab- 
hängig; da es nun stets ^(l+'O')^ ist, # aber, beliebig klein an- 
genommen werden kann, so muß es notwendig ^ 1 sein. Sonach 
gibt es in der Tat mindestens ein von (0, 0, 0) verschiedenes Werte- 
system {x, y, z), für welches 

|g|<l, |i2|<l, Ul^l 
wird, q. d. e. 



2' 
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Zweites Kapitel 

Zahlengitter in zwei Dimensionen. 

§ 1. Geometrische Darstellnng des Zahlengitters. 

Die Gesamtheit aller ganzzahligen Wertesjsteme zweier Variabein 
X, y wollen wir das ZaJdengitter in zwei Dimensionen nennen. Das- 
selbe kann durch ein Parallelkoordinaten- 
sjstem geometrisch dargestellt werden, in- 
dem jedem ganzzahligen Wertepaare (Xjy) ein 
Gitterpunkt mit den Koordinaten x, y zugeord- 
net wird (Fig. 5). Das Koordinatensystem 
kann recht- oder schiefwinklig angenommen 
werden, auch können für die Zeichnung 
der Koordinaten parallel den zwei Achsen 
zwei verschiedene und ganz beliebige Maß- 
stäbe angewandt werden: für die Darstel- 
lung des Zahlengitters ist dies irrelevant. 
Ist in der Koordinatenebene der x, y 
eine begrenzte Figur gegeben, so wollen wir unter dem Inhalt der- 
selben in diesen Koordinaten das auf die Fläche der Figur be- 
zogene Doppelintegral 

J^ffdxdy 

verstehen, wobei das Element des Integrals stets als wesentlich posi- 
tive Größe zu denken ist. 



-AT 



Fig. 6. 



§ 2. Satz über zwei binäre lineare Formen. 

Es seien zwei lineare Formen zweier Variabein mit beliebigen 
reellen Koeffizienten und mit nicht verschwindender Determinante 

gegeben: 

l^ax + ßy, ri^yx + Sy, (1) 

A = ß:d-/5;^ + 0. (2) 



§ 2. Satz über zwei binäre lineare Formen. 
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Wir bilden ia der Ebene des Zahlengitters der x, y daa von den Geraden 

1 = 1, | = -1, i? = l, i?--l 

begrenzte, den Nullpunkt zum Mittelpunkt habende Parallelogramm 
(Fig. 6), dessen Inhalt 



-1 -1 



_4 
A 



(3) 



beträgt, und denken uns dasselbe vom Nullpimkte aus nach allen 
Richtungen in irgend einem Ver- 
hältnis tjl dilatiert; das neu ent- 
standene, von den Geraden 

begrenzte Parallelogramm hat dann 
den Inhalt 




Fig. 6. 



1^1, welche 



Jedem Werte des positiven Para- 
meters t ist ein solches Parallelo- 
gramm zugeordnet. 

Wird mm der größere von den beiden Beträgen || 
einem beliebig vorgegebenen Wertepaare {x, y) entspringen, bzw. ihr 
gemeinsamer Wert (analog, wie in Kap. I § 7) mit (p{Xy y) bezeichnet, 
so ist es einleuchtend, daß, je nachdem der Pimkt (rr, y) innerhalb, auf 
der Begrenzung oder außerhalb des Parallelogramms vom Parameter- 
werte t liegt, 

q){Xj y) < t, resp. = t, resp. > t 
sein wird. 

Die ursprüngliche, zum Parameter 1 gehörige Figur bezeichnen 
wir als Eichfigur. 

Wir denken uns nun die Eichfigur zuerst durch Verkleinerung 
des t so stark zusammengezogen, daß die resultierende neue Figur 
außer dem Nullpunkte keinen weiteren Gitterpunkt enthält, imd düa- 
tieren sodann diese letztere durch kontinuierliche Vergrößenmg des t 
so lange, bis sie mit ihrer Begrenzung zum ersten Mal an einen 
Gitterpunkt, etwa P, stößt (Fig. 6); es soll dieses für den Parameter- 
wert t^M geschehen, so daß der Inhalt der zugehörigen Figur M^J 
beträgt. Dann ist es klar, daß (p(x,y) im Punkte P den Wert M 
hat und daß dies der kleinste Wert ist, den (p(x,y) für ganzzahlige 
Werte x, y, ausgenommen für das System (0, 0), anzimehmen vermag. 
Für den Punkt P ist also 
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wobei in mindestens einer dieser Ungleichungen sicher das Gleich- 
heitszeichen gilt. Somit ist M nichts anderes^ als das Minimum der 
Formen |, ri für ganzzahlige von 0, verschiedene Werte der Variabein 
(vgl. Kap. I § 7). An diese Erkenntnis läßt sich ein neuer Beweis 
des im vorigen Kapitel bewiesenen Satzes für lineare Formen — 
hier wäre es für zwei Formen — anknüpfen •, pin solcher wird nämlich 
erbracht sein, sobald gezeigt wird, daß 

ist, und dies werden wir durch eine einfache geometrische Über- 
legung erschließen. 

Der größeren Anschaulichkeit halber empfiehlt es sich für diese 
XJberlegung die Koordinatenachsen und die Maßstäbe auf den Achsen 

\ / so zu wählen, daß die betrachtete Eich- 
figur in ein Quadrat übergeht (Fig. 7). 
Wir ziehen das dem Parameter M ent- 
sprechende, der Eichfigur homothetische 
Quadrat ÄBCDj auf dessen Rande 
der Gitterpunkt P liegt, im Verhält- 
nis 1:2 zusammen und denken uns 
das neu entstandene Quadrat, dessen 

Inhalt = (— j J ist, vom Nullpunkte 

aus zu jedem anderen Gitterpunkt als 
Mittelpunkt parallel mit sich selbst 
verschoben. Es ordnen sich dann lauter 
solche Quadrate zunächst längs der beiderseits insünbegrenzte verlängerten 
Geraden OP an, so zwar, daß je zwei benachbarte an den einander 
zugekehrten Seiten zusammenstoßen; und ähnliche Züge von Quadraten 
erhalten wir längs weiterer, zu OP paralleler Reihen von Gitter- 
punkten. Die einzelnen Züge sind untereinander getrennt; denn würde 
etwa das Quadrat um B in jenes um hineingreifen, so müßte der 
Punkt i?, wie eine einfache Überlegung zeigt, im Inneren der 
Figur AB CD liegen, was ausgeschlossen ist. Im allgemeinen wer- 
den sich beide genannten Quadrate, um B und um 0, nicht einmal 
berühren; eine Berührung wird nur dann eintreten, wenn der Gitter- 
punkt B auf der Begrenzimg der Figur AB CD liegt. So wird also 
die ganze Ebene von den besägten Quadraten vom Parameter M/2 
jedenfalls nirgends mehrfach überdeckt sein; sie kann dabei unter 
Umständen von diesen Quadraten lückenlos ausgefüllt sein, im all- 
gemeinen aber werden zwischen den einzelnen Zügen unbedeckte 
Zwischenräume bleiben. 

Konstruieren wir nun andererseits um jeden Gitterpunkt als 




Fig. 7. 
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Mittelpunkt das Parallelogramm, dessen Seiten Strecken von den 
Längen 1 parallel zu den Koordinatenachsen vorstellen (Fig. 8). Da 
diese Parallelogramme die ganze Ebene einfach und lückenlos über- 
decken, so kann man schon daraus den Schluß ziehen, daß der Flächen- 
inhalt (-T") J eines jeden der vorhin um die Gitterpunkte konstruierten 

Quadrate vom Parameter Mß kleiner, und nur im Grenzfalle der lücken- 
losen Erfüllung der ganzen Ebene 
auch durch jene Quadrate gleich 




Flg. 8. 
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ist dem Flächeninhalt 1 eines jeden der auf Fig. 8 gezeichneten 
Parallelogramme; aus 

(^)V<1 W (f)V-X (4) 

folgt aber wegen (3): 



M- 



oder 



< 1 bzw. 



M' 



= 1 



ilf<l/|A| bzw. Jf-/|Ä|, 

und hiermit erscheint der dem Satze IV. entsprechende Satz für zwei 
binäre lineare Formen mit beliebiger nicht verschwindender Deter- 
minante bewiesen. 



§ 3. Strenge Begrfindnng der oberen Grenze für das Minimum. 

Um noch dieser Schlußweise einwandfreie Strenge zu verleihen, 
wollen wir jetzt x^ y als gewöhnliche rechtwinklige Koordinaten an- 
nehmen und denkefn uns zunächst ein endliches Stück aus dem Gitter 
herausgeschnitten, nämlich das um den Nullpunkt symmetrisch liegende 
Quadrat mit den Eckpunkten (Q,Q), (~Q, Q), (Q, -Q), (-Q,— Q) 
(Fig. 9), wobei Q eine ganze Zahl bedeute, über deren Größe noch 
verfügt werden soll, — und konstruieren um die (2Q-I-1'|* innerhalb 
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und auf der Begrenzung dieses Quadrates liegenden GKtterpunkte als 
Mittelpunkte unsere der Eichfigur homothetischen Parallelogramme 
vom Parameter Jlf/2. Die letzteren kommen ins Innere des Quadrates 
mit den Ecken (±Q, di^) ^^ liegen, mit Ausnahme gewisser, welche 
über die Begi'enzung dieses Quadrates hinausragen. Jedes dieser 
Parallelogramme läßt sich nun in ein Quadrat mit demselben Mittel- 
punkte einschließen, dessen Seiten bzw. zu den Koordinatenachsen 
parallel und von der Länge Mh sind, wobei h den größten unter 
jenen Werten bedeutet, welche von den Größen \x\, \y\ innerhalb und 
auf der Begrenzung der Eichfigur angenommen werden. Die Gesamt- 
heit dieser Quadrate fällt nun vollständig in ein Quadrat, welches 

über die Berandung des Quadrates mit den Ecken (±Q;±ß) an 

M 
jeder Seite um die Breite —h hinausragt und sonach den Flächen- 
inhalt (2Q ^Mhy hat. In dieses letztere Quadrat fällt also auch 
die durch Konstruktion der Parallelogramme um die Gitterpunkte 
entstandene Figur vollständig hinein und, da die letztere den Flächen- 
inhalt (2Q + 1)*(— j J hat, so haben wir: 

(2Q + ly [^f J £ {2Q + Mhf, 
oder: 






Da (^\ J eine bestimmte endliche Größe ist, der rechts stehende 

Ausdruck dagegen für genügend großes Q der Einheit beliebig nahe 
kommt, so folgt aus (5) notwendig: 



was zu beweisen war. 



( 



f V^l, (6> 



§ 4. Orenzfälle des Satzes über zwei binäre lineare Formen. 

Konstruiert man um den Nullpunkt als Mittelpunkt das der Eich- 
figur homothetische Parallelogramm mit dem Parameter M, also dem 
Inhalt M^J, sodann ein dazu homothetisches Parallelogramm vom 
Flächeninhalt 4, so sagt die zuletzt gewonnene Ungleichung, wenn 
man sie in der Form 

schreibt, aus, daß das erstere Parallelogramm ganz im Inneren des 
letzteren liegt oder im äußersten Falle mit ihm zusammenfällt. Da 
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nun das erstere Parallelogramm in seinem Inneren außer dem Null- 
punkte keinen weiteren Gitterpunkt enthält, wohl aber auf seiner Be- 
grenzung Gitterpunkte aufweisen muß, so können wir das vorhin ge- 
wonnene Resultat (6) auch folgendermaßen aussprechen: 

V. Ein um den NullpunM als Mittelpunkt konstruiertes Parallelo- 
gramm vom Flächeninhalt 4 enthält immer außer dem Mittelpunkte 
noch weitere Gitterpunkte. 

Im allgemeinen werden bereits im Inneren des Parallelogramms 
vom Flächeninhalt 4 außer dem "Mittelpunkte noch weitere Gitter- 
punkte liegen; nur in dem Grenzfalle, wo (— j J genau gleich 1 ist 

(und also die beiden linearen Formen (1) nicht gleichzeitig durch ganz- 
zahlige Wei-te 4=0,0 der Variabein dem Betrage nach <]/| A| gemacht 
werden können), liegen diese weiteren Gitterpunkte nicht im Inneren, 
sondern auf der Begrenzung des Parallelogramms. Die Art und Weise, 
wie sie sich dabei auf die Begrenzung verteilen, läßt sich unschwer 
erkennen. Zunächst muß jede Seite in ihrem Inneren mindestens 
einen Gitterpunkt enthalten, denn wäre dies z. B. für die Seite AB 
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Flg. 10. Fig. 11. 

(Fig. 10), also auch für die gegenüberliegende CD, nicht der Fall, 
so könnten wir diese beiden Seiten in entsprechender Weise parallel 
zu sich selbst aus dem Parallelogramm herausschieben, so daß dabei 
keine neuen Gitterpunkte ins Parallelogramm hereintreten; hierdurch 
wäre aber ein Parallelogranmi mit einem Flächeninhalt > 4 gewonnen, 
in dessen Innerem sich kein Gitterpunkt außer dem Mittelpunkte be- 
fände, was zu einem Widerspruch mit V. führt. Liegt ferner im Inneren 
einer Seite ein einziger Gitterpunkt, so muß er in der Mitte der Seite 
liegen; denn wäre dies nicht der Fall, so könnten wir durch ent- 
sprechende Drehung dieser Seite um den Gitterpunkt (Fig. 11) und 
der gegenüberliegenden Seite um den auf ihr befindlichen, zum ersteren 
symmetrisch bezüglich gelegenen Gitterpunkt wiederum ein Parallelo- 
gramm von einem Flächeninhalt > 4 gewinnen, welches im Inneren 
immer noch keinen Gitterpunkt außer dem Mittelpunkte enthalten 
würde. Hieraus folgt, daß in unserem Parallelogramm AB CD entweder 
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a) jede Seite nur einen Gitterpunkt in ihrem Inneren, und zwar 
genau in der Mitte, enthält, oder 

b) zwei gegenüberliegende Seiten je einen Gitterpunkt in der 
Mitte, die übrigen zwei dagegen je zwei Gitterpunkte enthalten. 

Weitere Eventualitäten, daß etwa im Inneren einer jeden Seite 
zwei Gitterpunkte lägen oder gar irgend welche Seite mehr als zwei 
Gitterpunkte enthielte, schließen sich von selbst aus, denn aus diesen 




f — r 



^ 



tt 



3 




Fig. 12. 



Fig. 18. 



Gitterpunkten würde sich durch Parallelogrammkonstruktion (Fig. 12,13) 
jedesmal ein solcher neuer Gitterpunkt ableiten lassen, der im Inneren 
des Parallelogramms läge und mit dem Mittelpunkte nicht zusammen- 
fiele, entgegen unseren Voraussetzungen. 

Im Falle a) ist es nun klar, daß hier auch die Eckpunkte des 
Parallelogramms Gitterpunkte sind, also im ganzen acht Gitterpunkte 
auf der Begrenzung desselben liegen (Fig. 14). Im Falle b) dagegen 
gibt es sechs solcher Gitterpunkte (Fig. 15); dabei müssen die Gitter- 






^ .^ ^ 



Jt 

Fig. 14. 




Fig. 16. 



punkte P, Q (resp. i?, S) auf einer Seite so liegen, daß sich aus ihnen 
und dem Gitterpunkte L oder ^ auf der anstoßenden Seite durch ge- 
eignete Parallelogrammkonstruktion gerade der Mittelpimkt ergibt; 
denn wäre nicht der Punkt auf diese Weise herzustellen, so würde 
wiederum neben dem Mittelpunkte noch ein anderer Gitterpunkt im 
Inneren des Parallelogramms vorhanden sein. Man sieht auch, daß unser 
Parallelogramm dann dem Inhalt nach ein Vierfaches vom Parallelogramm 
OLPQ ist; wenn also p,q bzw. r, 5 die (jedenfalls ganzzahligen) 
Koordinaten der Punkte L bzw. Q bedeuten, so muß der Flächen- 
inhalt von OLPQ 

ps-qr = l (7) 

sein. Ganz entsprechend ist es auch im Falle a) (Fig. 14). Die 
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Eelation (7) muß also besteheD, wenn das zur Eichfigur homothetische, 
zum Parameter M gehörige Parallelogramm genau den Inhalt 4 haben 
soll; und umgekehrt: besteht diese Relation, so ist der besagte Inhalt 
tatsächlich =« 4. Ist dies nun der Fall, so läßt sich das Zahlengitter 
m x,y durch die Substitution 

y^<lX + sY, 
welche wegen (7) 

X = sx-ry, ^g^ 

liefert, in ein Zahlengitter in X, Y überführen, in dem dann die Punkte 
(p,q), (r,s) die Koordinaten X = 1 , Y=0 bzw. X = 0, Y«! er- 
halten. Sind ferner 

^^ax + ßy, ri^yx + dy (10) 

gerade die Formen, welche = 1 resp. — 1 gesetzt die vier Seiten des 
Parallelogramms AB CD darstellen, wobei wir uns der Einfachheit 
wegen Jf = 1, also 

ad — ßy^±l 

denken, so finden wir leicht die Formen Z, H, in welche diese ge- 
gebenen (10) infolge der Transformation (8) übergehen, indem wir 
bloß berücksichtigen, daß die Gleichung der Seite ALB (wir setzen 
diese Zeichen auf | = 1 oder 17=!) und die Gleichung der Mittellinie 
NL (i?=0 bzw. 5=0) beide von dem Punkte (X=l, F=0) befriedigt 
werden müssen. Es ergibt sich: 

£^X-aY, H = ±r, (11) 

bzw. 

E^l^Y, H = X-aY, (12) 

worin a eine durch die Substitutionskoeffizienten und die Koeffizienten 
der Formen (10) bestimmte Konstante bedeutet. 

Hiermit zeigt es sich, daß so oft einer von den besprochenen 
Grenzfällen eint/ritt, notwendig eine ganzzaMige unimodulare Substitution 
existieren muß, welche die gegebenen ^ Formen (10) in solche (11) oder 
(12) überführt. Diese notwendige Bedingung der Grenzfälle ist aber 
auch hinreichend: denn da die Ungleichungen 

x-ar|<i, |r|<i 

außer X==0, F=0 keine weitere ganzzahlige Lösung besitzen, so 
kann infolgedessen dann das gegebene Parallelogramm vom Inhalt 4 
außer dem Nullpunkte keinen weiteren Gitterpunkt in seinem Inneren 
enthalten, und es tritt sonach einer der beiden Grenzfälle ein. Zu- 
gleich hat man dann wegen (9) und (11) bzw. (12) 
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±ri bzw. +^-^ — qx+py 

und wenn man berücksichtigt, daß p, q zwei ganze teilerfremde 
Zahlen sind, andererseits die arithmetische Bedeutung der Grenz- 
fälle beachtet, — diese nämlich, daß dann die Beträge der Formen 
I, ly nicht beide zugleich durch ganzzahlige Werte {x,y), außer durch 
(0, 0), kleiner als 1 gemacht werden können — , so erhellt die folgende 
Tatsache, eine Ergänzung des Satzes über zwei lineare Formen: 

VI. Zwei lineare Formen mit zwei Variabein von der Deter- 
minante 1 ¥6nnen durch ganzzdhligey von (0, 0) verschiedene Werte- 
Systeme der Variabein dann und nwr dann nicht beide zugleich dem 
Betrage nach < 1 gemacht werden, wenn mindestens eine der Formen 
ganzzaMige teilerfremde Koeffizienten hat — Daraus ergibt sich ohne 
weiteres die Bedingung für den analogen Grenzfall bei beliebiger von 
verschiedener Determinante A der Formen; diese Bedingung lautet^ 

daß die Koeffizienten mindestens einer der Formen die Gestalt — g]/| A|, 



^y|A| mit ganzzahligen teilerfremden p,q haben müssen. 

Die bisherigen Betrachtungen des zweiten Kapitels lassen sich 
ohne weiteres auf den w-dimensionalen Raum übertragen und führen 
dann zu einer Verallgemeinerung des hier für zwei lineare Formen 
bewiesenen Satzes. Nur bietet die Ausdehnung des für die Grenz- 
fälle zuletzt gewonnenen Kriteriums auf beliebig viele Formen erheb- 
liche Schwierigkeiten dar. n lineare Formen mit n Variabein und 
von einer Determinante = + 1 können durch ganzzahlige Werte der 
Variabein, die nicht alle verschwinden, dem Betrage nach sämtlich 
^ 1 gemacht werden; soll nun das Minimum des Formensystems 
genau = 1 sein, so vermute ich wohl und ich möchte es als Aufgabe 
stellen, diesen Umstand allgemein zu erweisen, daß dann mindestens 
eine der Formen notwendig ganzzahlige Koeffizienten haben muß; 
aus dieser einen Bedingung würden sich hernach die vollständigen 
Bedingungen dieses Grenzfalles leicht durch einen Schluß von n— 1 
auf n ergeben. 

§ 5. Allgemeiner Satz über konvexe Figuren mit Mittelpunkt. 

Unter einer konvexen Figwr wollen wir eine von einem ge- 
schlossenen, sich nirgends durchsetzenden Kurvenzug begrenzte Figur 
verstehen, die so beschaffen ist, daß durch jeden Punkt ihrer Be- 
grenzung mindestens eine Gerade sich ziehen läßt, welche die Figur 
ganz auf einer Seite läßt. Solche Geraden sollen Stützgeraden der 
Figur heißen; im allgemeinen werden es Tangenten der Begrenzungs- 
kurve sein; liegt der betreffende Punkt etwa in einem geradlinigen 
Stück der Begrenzungskurve, so bestimmt das letztere zugleich die 
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Stützgerade für diesen Punkt; bildet die Kurve in dem Punkte eine 
Spitze, so gehen durch ihn unendlich viele Stützgeraden (Fig. 16). 

Falls die konvexe Figur einen 
Punkt besitzt, welcher jede durch 
ihn gehende Sehne halbiert, so heißt 
derselbe MittdpunJd der Figur. 





Flg. 16. 



Fig. 17. 



Verschiebt man eine konvexe Figur mit Mittelpunkt irgendwie 
parallel zu sich selbst (Fig. 17), so leuchtet es ein, daß das von der 
ursprünglichen und der verschobenen Figur dargestellte Gebilde sym- 
metrisch ist in bezug auf den die Verbindungslinie beider Mittel- 
punkte halbierenden Punkt. 

Wir werden den folgenden Satz beweisen, eine Verallgemeinerung 
des Satzes V: 

VII. Jede konvexe Figur mit einem GitterpunJd als MiiMpunkt, 
vom Flächeninhalt 4, enthalt außer dem MittelpunJcte stets noch weitere 
Gitterpunkte. 

Der Beweis läßt sich ganz analog führen, wie im Falle des 
Parallelogramms (§2, § 3), welch letzteres ja nur eine spezielle 
konvexe Figur mit Mittelpunkt ist. 
Wir denken uns die gegebene Figur 
vom Flächeninhalt 4, deren Mittelpunkt 
im Nullpunkt liegen mag (Fig. 18), 
zunächst in einem Verhältnis t : 1 der- 
art zu einer Figwr vom Parameter t, 
wie wir dafür sagen wollen, zusammen- 
gezogen, daß diese letztere außer dem 
MittelpunktekeinenweiterenGitterpunkt 
enthält, und dilatieren hernach diese letz- 
tere, indem wir t wachsen lassen, so lange, 
bis sie etwa für t = M zum erstenmal 
mit ihrer Begrenzung an einen Gitterpunkt, etwa P, stößt. (Selbst- 
verständlich stößt sie dann gleichzeitig an einen zweiten, zu P be- 
züglich symmetrischen Punkt P'.) Die so gewonnene Figur vom 




Flg. 18. 
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Flächeninhalt 4 Jf * ziehen wir im Verhältnis 2 : 1 zusammen, erhalten 
auf diese Weise eine zu ihr homothetische Figur vom Parameter 
Mß und dem Flächeninhalt M^ und verschieben nun die letztere 
parallel mit sich selbst vom Nullpunkt aus zu jedem anderen Gitter- 
punkt als Mittelpunkt. Wir betrachten die gegenseitige Lage irgend 
zweier beliebiger unter den Figuren, die wir so erhalten: die eine 
sei die Figur um als Mittelpunkt; bei der anderen werden wir zu 
unterscheiden haben, ob ihr Mittelpunkt, etwa wie P, sich auf der 
Figur vom Parameter M um den Nullpunkt findet, oder ob er, wie 
z. B. J?, außerhalb der letzteren Figur fällt. Im ersteren Falle müssen 
offenbar beide zuvor genannten Figuren den Punkt Q, welcher die 
Verbindungslinie OF ihrer Mittelpunkte halbiert, gemein haben; da 
sie nun nach einer früheren Bemerkung um den Punkt Q zueinander 
symmetrisch liegen, so leuchtet es ein, daß sie durch eine diesem 
Punkte zugehörige Stützgerade der ersten Figur, die dann auch Stütz- 
gerade der zweiten Figur ist, vollständig getrennt werden, also sicher nicht 
ineinanderdringen. Im anderen Falle seien JS, K die Schnittpunkte 
der Begrenzungskurven beider Figuren mit der Verbindungslinie OR 
der Mittelpunkte; dann ist 

und es zeigt folglich die Betrachtung paralleler Stützgeraden beider 
Figuren in den Punkten H, K^ daß die Figuren vollständig ausein- 
aiiderliegen. Somit wird durch die Gesamtheit der gezeichneten 
Figuren je von einem Flächeninhalt M^ jedenfalls kein Stück der 
Ebene mehrfach überdeckt, im allgemeinen nicht einmal die ganze 
Ebene lückenlos erfüllt. Konstruiert man nun andererseits um jeden 
Gitterpunkt als Mittelpunkt ein Parallelogramm, dessen Seiten je die 
Länge 1 haben und zu den Koordinatenachsen parallel sind, wie z. B. 
das Parallelogramm 

(Fig. 8), so wird die ganze Ebene von der Gesamtheit dieser Parallelo- 
gramme vom Inhalt 1 einfach und lückenlos überdeckt. Hieraus 
folgert man: 

üf^^l, (13) 

und dieser Schluß läßt sich in genau derselben Weise streng be- 
gründen, wie dies iu § 4 für den Fall eines Parallelogramms ge- 
schehen ist. Aus der Ungleichung (13) folgt nun, daß die Figur 
vom Parameter M höchstens den Flächeninhalt 4 hat, also innerhalb 
der gegebenen Figur vom Flächeninhalt 4 liegen muß oder äußersten- 
falls mit ihr zusammenfällt, woraus dann unmittelbar die Richtigkeit 
des Satzes VII einleuchtet. 
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§ 6. Das Produkt zweier Mnärer linearer Formen. 

Indem wir zu den Anwendungen der gewonnenen Sätze über- 
gehen, betrachten wir ein Produkt von zwei hinären linearen Formen: 



wobei wir 



^rj ^ (ax + ßy) (yx + dy), 
ad — ßy^l 



(14) 
(15) 



annehmen. Ein solches Produkt stellt eine binäre indefinite quadra- 
tische Form in den Variabein x, y mit der Determinante — \ dar. Da 
nämlich i,ri und {(x.x -{- ßy) {yx-\-8y) wegen (15) algebraisch- äqui- 
valente Formen sind, so ist die Determinante von {ax+ ßy) {yx + 8y) 
gleich jener von |iy, also = — -^. 
Setzen wir 

lri = c, lri=^ — c, (16) 

worin c eine Konstante bedeutet, über die noch verfügt werden soll, 
so stellen diese Gleichungen im Koordinatensystem (|, -ly), welches wir 
der Anschaulichkeit halber 
als rechtwinklig annehmen 
können*) (Fig. 19), zwei 
gleichseitige Hyperbeln dar, 
welche die Koordinatenachsen 
zu Asymptoten haben und 
eine kreuzförmige, bezüglich 
jeder der Achsen symmetrische 
Figur einschließen. Legt man 
in einem beliebigen Punkte 
P = (Iq, i^o) eines der vier 
Hyperbeläste eine Tangente 
APB an den Ast und sym- 
metrisch dazu Tangenten an 
die drei übrigen Aste, so 

schließen die vier Tangenten ^ig. i9. 

ein Parallelogramm ein, 

welches für die gegebenen Hyperbeln einen bestimmten, bei der 
Variation der Tangenten konstant bleibenden Inhalt hat. Wir wollen 
nun die Konstante c so bestimmen, daß dieser Flächeninhalt = 4 wird. 
Da für den letzteren wegen (15) 

JJdxdy -^ffd^dri 




*) Indem wir über die Achsen des Koordinatensystems {x,y) und über die 
Maßstäbe auf den Achsen entsprechend verfügen. 
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gilt, SO kann derselbe = 2 OÄ • OB gesetzt werden; nun ist 

ÄP^PB 
folglich 

daher ist der gesuchte Inhalt mit Rücksicht auf (16) gleich Sc und 
es ist also 

zu nehmen. 

Wir werden im folgenden jene Gitterpunkte in Betracht ziehen, 
welche für c = ^ innerhalb der von den vier Hyperbelästen begrenzten 
Figur liegen, deren Koordinaten also alle ganzzahligen Lösungen der 
Ungleichung 

\((xx + ßy)(yx + dy)\<^ (17) 

darstellen. Zieht man durch einen Gitterpunkt (x,y)j der vom 
Nullpunkte verschieden sein soll, vom letzteren aus einen Strahl, 
so wird dieser Strahl möglicherweise noch andere, innerhalb der be- 
sagten Figur gelegene Gitterpunkte enthalten; jedenfalls wird es 
darunter einen dem Nullpunkte nächsten geben, etwa (j>, q), und 
es ist klar, daß die Koordinaten desselben zueinander teiler&emde 
Zahlen sein werden und durch Verdoppelung, Verdreifachung usf. 
derselben sich die Koordinaten der weiteren, auf dem nämlichen 
Strahle befindlichen Gitterpunkte ergeben: (2j9, 2g), (3jp, 3g), usf. bis 
zu (Xf y). Gitterpunkte (p, q) mit teilerfremden Koordinaten, welche 
die Ungleichung (17) befriedigen, wollen wir primitive Lösungen dieser 
Ungleichung nennen. So werden sich alle Gitterpunkte der genannten 
Figur auf Strahlen, die durch den Nullpunkt gehen, anordnen lassen, 
und unsere Betrachtung wird sich dann bloß auf die primitiven 
Lösungen von (17) beschränken können. Die letzteren werden in 
einer bestimmten, geometrisch sehr anschaulichen Weise zu ermitteln 
sein, nämlich mit Hilfe einer Tangente, welche längs eines Hjperbel- 
astes gleitend, nach und nach alle primitiven Lösungen hervor- 
treten läßt. 

Um dies einzusehen, müssen wir zuerst die Verteilung der Gitter- 
punkte in einem Parallelogramm vom Flächeninhalt 4 studieren. 

§ 7. Verteilung der Gitterpnnkte in einem Parallelogramm 

vom Inhalt 4. 

Es sei ein solches Parallelogramm um den Nullpunkt als 
Mittelpunkt gegeben. Es kann zunächst vorkommen, daß dasselbe 
nur Gitterpunkte enthält, die auf einer einzigen durch den Nullpunkt 
gehenden Geraden liegen, daher in beliebiger Anzahl vorhanden sein 
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können (z. B.^ wenn das Parallelogramm genügend lang in der Rich- 
tung einer der Achsen ist, Fig. 20). Gibt es zweitens im Parallelo- 
gramm Gitterpunkte, die auf zwei verschiedenen Strahlen vom Null- 
punkt aus liegen, so sei -4. =« (p, q) ein solcher Gitterpunkt auf dem 
einen, B= (r, s) ein solcher auf dem anderen %ß'fr,3) 

Strahl, wobei die Bezeichnungen so gewählt 
werden können, daß 

jps — 2r>0 



^^'(p,f^ 




Fig. 20. 




ausfällt. Dann ist es klar, daß das von diesen Punkten und den dazu 
bezüglich symmetrischen, C^=(^i?, — ff), D='(—ry—'s)j als Ecken 
gebildete Parallelogramm ganz in dem gegebenen liegen muß, und da 
es den Inhalt 2(j>s — qr) hat, so folgt hieraus notwendig: 

ps — qr ^ 2. 

Diese Ungleichung kann, da, ps — qr eine ganze Zahl ist, nur so be- 
stehen, daß 

entweder ps — qr =^ 2 oder ps — qr =^ 1 (18) 

ist, und diese zwei Fälle werden nun zu unterscheiden sein. 

Im ersteren Falle hat das von den vier bezeichneten Punkten 
gebildete Parallelogramm genau den Inhalt 4; dies ist nur so mög- 
lich, daß diese Punkte mit den Ecken des gegebenen Parallelogramms 
bzw. zusammenfaUen. Gibt es nun im Inneren des letzteren keine 
Gitterpunkte außer dem Nullpunkte, dann liegt offenbar der erste 
von den im § 4 besprochenen Grenzfallen vor, und es werden sonach 
neben den Ecken des Parallelogramms auch die Mittelpunkte seiner 
Seiten (Fig. 21), E, F, G, H, Gitterpunkte sein. 

Um diese Umstände weiter arithmetisch auszulegen, identifizieren 
wir OAB mit dem gleichbezeichneten Dreieck vom Inhalt 1 in der 
Figur 19 und transformieren das Koordinatensystem der Xy y durch 
eine ganzzahlige lineare Substitution von der Determinante 1 derart, 
daß die Mittelpunkte zweier anstoßender Seiten des Parallelogramms, 
etwa Ey Fj im neuen System X, T die Koordinaten 1,0 resp. 0, 1 

Minkowski, diophant. Approximationen. 3 
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erhalten. Dann müssen die Gleichungen der Diagonalen in die folgen- 
den übergehen: 

x-Y^o, x+r-0, 

und es sind sonach 

die transformierten Ausdrücke von |, rj, wobei q, 6 positiv sind und 
zum Produkt ^ ergeben müssen, weil der Wert 1 der Determinante 
der Formen |, ri durch unsere Substitution nicht geändert wird; im 
übrigen bleibt etwa q beliebig. Die Form %ri geht dann in die Form 
-^(X*— F^) über. Läßt sich umgekehrt |iy durch eine ganzzahlige 
Substitution von der Determinante 1 in ^(X^— F*) transformieren, — 
wir bezeichnen dieses Verhalten als arithmetische Äquivalenz der 
beiden Formen — , so entsprechen ganzzahligen Lösungen der Un- 
gleichung 

ganzzahlige Lösungen der folgenden: 

l|(X-r)(X+F)|^i; 

die letztere hat aber außer (0, 0) nur noch die folgenden acht pri- 
mitiven ganzzahligen Lösungen: 

(±1,0), (0,±1), (±1, ±1). 

In diesem Fall enthält also der von den vier Hyperbelästen ein- 
geschlossene Bereich auf den beiden Achsen unendlich viele Gitter- 
punkte, außerhalb derselben dagegen nur vier Gitterpunkte, die auf 
den Hyperbelästen symmetrisch liegen und für welche | |iy | genau 
== ^ wird. 

Nehmen wir jetzt an, es sei zwar 2>5 — gr = 2, es liege aber noch 
im Inneren des Parallelogramms AB CD ein vom Nullpunkte verschie- 
dener Gitterpunkt (/, s') und zwar etwa im Quadranten AOB und 
nicht auf der Strecke OA, dann zeigt es sich ebenso, wie vorhin 
entsprechend für die Punkte (jp, q), (r, s), daß ps'— qr=^ 1 sein muß*), 
also das von den Punkten 

gebildete Parallelogramm dem Inhalte nach die Hälfte des gegebenen 
beträgt, und hieraus geht auf Grund einer einfachen geometrischen 
Überlegung hervor, daß der Punkt (r, s") notwendig auf der Geraden 
EF liegt; würde nun (/, /) nicht auf OB fallen, so würde analog 
einzusehen sein, daß dieser Punkt auf der Geraden HE liegen, somit 
in E fallen müßte, was ein Widerspruch gegen die Voraussetzung be- 

*) Die Eventualität ps' — qr'=2 ist von vornherein ausgeechlosflen, da 
der Punkt (/, s') im Inneren des gegebenen Parallelogramms liegen soll. 
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treffs {r\ s) wäre. Also kann nur r « 2/, 5 =» 2s' sein. Alsdann geht 
l^tj durch die unimodulare ganzzahlige Substitution 

in XF über, und die Ungleichung |S^| ^^ hat nur die vier primi- 
tiven ganzzahligen Lösungen (X, Y) = (± 1,0), (0, ± 1). 

Nehmen wir andererseits an, daß nicht alle vier Ecken des ge- 
gebenen Parallelogramms vom Inhalt 4 Critterpunkte sind, so haben wir 
notwendig 

ps — qr = l, (19) 

Wir wenden alsdann auf das Zahlengitter der a?, y die Substitution 

x^'pX + rY, .y^qX + sY 

an, wodurch die Punkte {x,y) ^{j^,q), (r,s) bzw. in die Punkte 
(X, Y) = (1, 0), (0, 1) übergehen. SoUten dann außer den fünf Gitter- 
punkten (X, Y) = (PfO),{± 1,0), (0, + 1) noch weitere zwei, etwa 
(P, Q), (— P, — Q) im Parallelogramm liegen, so kann hierbei jede 
der Determinanten 






--Q, 



P,0 



= p 



jedenfalls nur einen von den Werten 0, +1, — 1 haben; da jedoch 
die Kombinationen (P « ± 1, ^ = 0) und (P » 0, ö = ± 1) bereits 
vertreten sind, so kommen nur die vier (P — + 1, ^ = ± 1) in Be- 
tracht; nehmen wir nun an, es liege von den letzteren etwa der 
Punkt (—1,1) und hiermit auch (1,-— 1) im Parallelogramm, so 
können dann die Punkte (1, 1), (— 1, — 1) nicht mehr im Parallelo- 
gramm liegen, weil sonst aus den zwei Punkten (1,-1), (1, 1) die 

Determinante _-, ^ ===2 hervorginge, was unseren Voraussetzungen 

nicht entspricht. 

Somit liegen im gegebenen Parallelogramm, in dem jetzt unter- 
suchten Falle, außer dem Mittelpunkt entweder 4 oder 6 Gitterpunkte; 
weitere Eventualitäten gibt es nicht. 

Um noch bei Eintritt der zweiten Eventualität die Lage des 
Parallelogramms zu den 6 Gitterpunkten zu erkennen, fragen wir nach 
den an Flächeninhalt kleiasten Parallelogrammen unter allen, die das 
Sechseck jener Gitterpunkte in sich schließen. Man erkennt zunächst, 
daß, wenn in einem solchen kleinsten Parallelogramm irgend eine 
Seite nur einen einzigen Eckpunkt vom ganzen Sechseck enthalten 
soll, dieser notwendig in der Mitte der Seite liegen muß; denn 
sonst könnte durch Drehung dieser Seite um den bezeichneten Punkt 
und der gegenüberliegenden Seite um den zu jenem bezüglich sym- 
metrischen Punkt der Inhalt des Parallelogramms verkleinert werden 
(Fig. 22). Es erhellt sodann, daß die Verbindungslinie der beiden 



36 n. Zahlengitter in zwei Dimensionen. 

besagten Punkte Mittellinie des Parallelogramms sein wird^ nnd hier- 
aus folgt^ daß des letzteren übrige zwei Seiten mit zwei Seiten des 
Sechsecks zusammenfallen müssen (Fig. 23). Daneben bleibt nur noch 
die Möglichkeit bestehen^ daß alle vier Seiten des Parallelogramms 
mit vier Seiten des Sechsecks bzw. zusammenfallen, was nur in der 
auf Fig. 24 dargestellten Weise geschehen kann. Dies sind die einzigen 
Fälle, in denen der Inhalt unseres Parallelogramms einen minimalen 
Wert haben kann, und da derselbe in diesen Fällen offenbar 4 be- 
trägt, so sind hiermit überhaupt diejenigen Parallelogramme vom In- 
halt 4 gefunden, welche ein Sechseck von Gitterpunkten enthalten. Da 
nun das zweite, der Fig. 24 entsprechende Parallelogramm offenbar 





Fig. 22. Fig. 33. Fig. 21. 

auch seine übrigen zwei Ecken zu Gitterpunkten hat, also zu dem 
schon früher abgehandelten Falle gehört, so bleibt die auf Fig. 23 dar- 
gestellte Lage als die hier einzig mögliche bestehen. 

§ 8. Eigenschaften der LSsnngen von | §tj { < ^. 

Wir kehren nun zur Betrachtung sämtlicher Parallelogramme 
vom Flächeninhalt 4 zurück, die den Nullpunkt zum Mittelpunkt und 
die zwei Geraden 

|-air + /3y = 0, rj^yx + dy^O (aS-ßy^l) (20) 

zu Diagonalen haben, also von den zwei Hyperbeln 

eingeschlossen werden. Dabei schließen wir die schon vorher er- 
ledigten Fälle aus, daß die Form ^rj in den Variabein x, y sei es mit 
der Form XY, sei es mit der Form ^(X^— Y*) arithmetisch äqui- 
valent ist. 

Sind 2(), 26 die Längen der auf der |- bzw. ly-Achse gelegenen 
halben Diagonalen eines solchen Parallelogramms, wobei p<? =» ^ ist, 
so sind 



I Q^ 31 ■»- ; Q« Qä -H ■»■ 



2p ' 2<T -^ ' 2p 2<T 

die Gleichungen der vier Seiten dieses Parallelogramms, und mit Rück- 
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sieht darauf kann man das Innere und die Begrenzung dieses letzteren 
durch die Ungleichung 

^| + |l7|^l (21) 

definieren. 

Den Ergebnissen des § 7 zufolge wird ein jedes der in Rede 

stehenden Parallelogramme im allgemeinen entweder nur ein Paar 

entgegengesetzter primitiver Lösungen der Ungleichung 

IS^Ki (22) 

und dann beliebig viele äquidistante Gitterpunkte auf einer Geraden 
durch den Nullpunkt oder ^wei Paare entgegengesetzter primitiver 
Lösungen und dann ausschließlich diese vier Gitterpunkte (außer 0) 
enthalten; endlich kann noch der besondere Fall eintreten, daß sechs 
Gitterpunkte (außer 0) im Parallelogramm liegen, und zwar alle auf der 
Begrenzung desselben; da aber im letzteren Falle zwei von den Gitter- 
punkten in den Mitten zweier gegenüberliegender Seiten des Parallelo- 
gramms, also auf zwei Hyperbelästen liegen und daher die Gleichung 

[1^1 = i (23) 

erfüllen, die übrigen vier dagegen sicherlich im Inneren der von den 
vier Hyperbelä^ten begrenzten Figur enthalten sind, also der Un- 
gleichung (22) genügen, so gibt es im Parallelogramm auch in diesem 
Falle bloß zwei primitive Lösungspaare von (22). 

Wir zeigen nun andererseits, daß m jeder primitiven Lösung (jp, q) 
von (22) sich ein ParcHldogramm (21) hmsiruieren läßt, welches außer 
dem NuUpunJcte nur die zwei Gitterpunkte (jp, g), (—p, — q) und keine 
weiteren enthält. Wir legen zu diesem Behufe durch den Punkt 
(p,q)'=^Äy welcher etwa im positiven |, ly- Quadranten und, wie wir 
der Einfachheit wegen annehmen wollen, weder auf der |- noch auf 
der -jy- Achse liege, eine Tangente an den in demselben Quadranten be- 
findlichen Hyperbelast, und zwar etwa jene von den beiden möglichen 
Tangenten, deren Berührungspunkt die kleinere Abszisse hat. Durch 
die Spiegelungen der konstruierten Tangente an den Achsen geht 
ein Parallelogramm vom Inhalt 4 hervor, welches außer (p, q) und 
(— p, — q) sicherlich noch weitere vom Nullpunkte verschiedene 
Gitterpunkte enthalten wird. Liegen dieselben alle auf der Begrenzung 
des Parallelogramms, so tritt, weil die Äquivalenz der Form liy in 
x,y mit ^(X^— Z^) ausgeschlossen wurde, notwendig der zu Ende 
des § 7 besprochene Fall von sechs Gitterpunkten ein, welche als- 
dann die auf Fig. 25 dargestellte Lage haben und wobei die durch A 
laufende Seite noch einen zweiten Gitterpunkt, JB, enthält. Liegt dagegen 
ein von A verschiedener Gitterpunkt, etwa (r, s) = JB, im Inneren des 
Parallelogramms, so enthält dieses letztere außer dem Nullpunkte not- 
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wendig nur die vier Gitterpunkte: (p, j), (-^i>, — q), (r, s), (— r, — s) und 
keine weiteren (Fig. 26). Zerfällt man dann das Parallelogramm durch 
Konstruktion der zu den Seiten parallelen Mittellinien in vier Qua- 
dranten^ so sieht man leicht ein, daß A und B nicht in einem und 
demselben Quadranten liegen können (und eo ipso auch nicht in zwei 
gegenüberliegenden Quadranten): denn es würde sonst auch der Punkt 
(j9 — r, q — s) in das Parallelogramm fallen, dieses also mehr als vier 
Gitterpimkte (außer 0) enthalten, die nicht alle auf seiner Begrenzung 



lägen, was ausgeschlossen ist. Daher wird jedenfalls der Quotient |— 
für B kleiner als für Ä ausfallen: 



1 



B 



< 



n 



(24) 




Fig. 26. 



Fig. 26. 



Zieht man nun durch A die andere Tangente an den nämlichen 
Hyperbelast, so erhellt aus denselben Gründen, wie vorhin, daß das 
zugehörige Tan^'^tenparallelogramm außer (i>, g) noch eine Lösung 
von (22), etwa \^t , . - ^, enthalten wird, welche sodann von (jp, g) 
wiederum durch eine Mittellinie des neuen Parallelogramms getrennt 
sein wird, so daß sicher 



£ 



n 



< 
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S' 



25) 



ist. 

Wir lassen nun die eine der durch A gezogenen Tangenten, AH, 
gegen die andere, AE.\ hin an der Hyperbel kontinuierlidi gleiten, 
bis sie mit AE' zusammenfällt. Der Punkt A bleibt dann fort- 
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wäkrend im Inneren des Dreiecks liegen^ welches von den Achsen 
und der beweglichen Tangente gebildet wird; folglich kann dabei 
gleichzeitig mit B weder B' noch sonst ein anderer Gitterpunkt, der 
vom Nullpunkte und den za A^B bezüglich symmetrischen 
Punkten verschieden wäre, sich im ParaUelogramm vorfinden, und es 
ist somit klar, daß in einem bestimmten Momente der Punkt B aus 
dem Parallelogramm heraustreten und nachher noch eine Zeitlang weder 
B noch ein sonstiger neuer Gitterpunkt sich im Parallelogramm be- 
finden wird. Die besagte Tangente wird somit während ihrer Bewegung 
sicherlich auch in solche Lageux kommen, bei denen das zugehörige 
Parallelogramm außer (0,0), (i>, 2)> ("^""5?) keine weiteren Gitter- 
punkte enthält, was zu beweisen war. 



§ 9. Die Kette der primitiven LSsnngen. 



B 



läge. 



Es ist nun leicht zu zeigen, daß es keine primitive Lösung der 
Ungleichung (22) geben kann, deren zugehöriger Betrag von |/i/ der 

Größe nach zwischen den Beträjren — und — 

^ ri A n 

Denn angenommen, C = {Xy y) wäre eine solche Lösung, so seien 
(JB) und (C) diejenigen Punkte im positiven |, ly- Quadranten, welche 
mit B bzw. C in den Beträgen |||, \ri übereinstimmen, also B bzw. C 
selbst oder Spiegelbilder davon an den Achsen oder dem Punkte 
vorstellen; die Annahme bedeutet, daß (C) im Winkelraume AO{B) 
der von durch A und (JB) gezogenen Strahlen liege. Dann 
ließe sich dem soeben Bewiesenen zufolge eine Tangente an den 
Hyperbelast im ersten Quadranten konstruieren, welche den Punkt (C) 
auf der Seite des Nullpunktes, dagegen A imd (JB) auf der anderen 
Seite liegen läßt, — und dies 
würde jedenfalls erfordern, daß (C) 
innerhalb des Dreiecks OA{E) 
sich befinde. Alsdann aber würde 
eines der beiden Tangentenparal- 
lelogramme, welche aus den zwei<^ 
Tangenten durch A bzw. hervor- 
gehen, alle drei Punkte J., B, C 
und die dazu bezüglich symme- 
trischen enthalten, und zwar nicht 
alle auf der Begrenzung, was aus- 
geschlossen ist. 

Hiermit ist in der beweglichen Tangente am Hyperbelaste |iy==^, 
I > 0, ein Mittel gewonnen, alle primitiven Lösungen (x, y) der Un- 
gleichung (22)j für die ^ ^ ist, durch aufeinanderfolgende Absonderung 




Fig. 27. 
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je einer von ihnen in ganz bestimmter Anordnung herrortreten zu 
lassen. Man läßt die Tangente, yon einer bestimmten Lage derselben 
ausgebend, einmal in der einen, ein anderes Mal in der anderen Rich- 
tung an dem Hyperbelaste ins Unendliche fortgleiten, konstruiert 
bestandig das Spiegelbild der Tangente an der 17- Achse und gewinnt 
eine Kette der über der |- Achse gelegenen primitiven Lösungen A^ 
von (22), ausgehend von einer beliebigen solchen Lösung A^, wobei 
die Reihenfolge der Lösungen durch eine der Ungleichungen 

, bzw. I- > -f , (26) 



1 


.> 


1 

V 



^* 



I 



Ajt-i 



gekennzeichnet wird, je nachdem die Kette in der einen oder anderen 

Richtung durchlaufen wird, unter Ä^, -^x+i ^^^- ^xf -^x-i ^^®^ ^^' 
nachbarte Glieder der Kette verstanden. Dieses Gesetz der Anordnung 
läßt sich noch schärfer fassen: legt man nämlich durch den Punkt 
Ä^ jene von den zwei in Betracht kommenden Tangenten, deren zu- 
gehöriges Parallelogramm den folgenden Punkt A^^^ enthält, so 
müssen A^ und A^^^, wie wir gesehen haben, in zwei anstoßenden 
von den vier Quadranten, in welche das genannte Parallelogramm 
durch Konstruktion der Mittellinien zerfällt, zu liegen kommen 
(Fig. 28), woraus dann notwendig 

|lk>l§Ux+. (27) 

folgt, und in ganz entsprechender Weise ergibt sich, wenn man hier 
die Rollen von A^ und -4^+i vertauscht: 

\VU<\VU.^^■ (28) 

Es ordnen sich somit die primitiven Lösungen von (22) dmrch unser 
Verfahren in der Weise an, daß \ 1 1 fortwährend abnimmt und \ rj | fort- 
während wächst, oder umgekehrt, und zwar je vuich dem Bewegungssinne 
der Tangente, Für zwei aufeinanderfolgende primitive Lösungen A^, 
-^x+i ^^ dabei das Dreieck OA^A^^^ jedesmal, sei es mit positivem, 
sei es mit negativem Umlaufssinne, den Flächeninhalt \, 

§ 10. Ketten mit Ende. 

Wofern keine der Achsen vom Nullpunkte verschiedene Gitter- 
punkte enthält, wird die Kette der primitiven Lösungen von (22) 
sich nach beiden Richtungen ins Unendliche erstrecken. Anders ist 
es, wenn auch auf einer oder auf beiden Achsen sich Gitterpunkte 
befinden, und diese Grenzfälle wollen wir jetzt betrachten. 

Es mögen etwa auf der |- Achse Gitterpunkte vorhanden sein 
und A^ sei der nach der positiven Seite dem Nullpunkte nächste unter 
ihnen. Wir können unter Zulassung einer entsprechenden ganzzahligen 
unimodularen Transformation der Yariabeln annehmen, daß A^ die 
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Koordinaten 1^0 hat. Dann ergibt sich, da Ä^ auf der Geraden 
iy « liegt (vgl. (20)): 

und in der Folge 







^ = T' 



woraus 



i-^i{x+ßdy), n-9y 



hervorgeht, und da es hier bloß auf die Werte von | |iy | ankommt, 
80 können wir d » 1 annehmen, worauf sich die beiden Formen, 

• wenn wir noch — a für 

ßö setzen, in der Gestalt 

|«a;-aj/, iy = y (29) 

schreiben. Der GrenzfaU, 
den wir hier betrachten, 
läuft also wesentlich darauf 




Fig. 28 



hinaus, daß in der ursprünglich gegebenen Form ri die Koeffizienten 
ein rationales Verhältnis haben. 

Legen wir nun durch den Punkt A^ jene Tangente an die Hyperbel 
|iy = .J.^ deren Berühnmgspunkt im Endlichen liegt (Fig. 29), so ent- 
hält das zugehörige Tangentenparallelogramm vom Inhalt 4 eine 
weitere primitive Lösung A^ oberhalb der |-Achse und es gibt dann 
keinen Gitterpunkt C, wofür 



0< 



3. 
I 



< 



n 



Ä^ 



(30) 



wäre, was genau in der Art von § 9 zu beweisen ist. Ziehen wir 
hernach durch {A^ diejenige Tangente an |ty =» ^, welche einen Be- 
rührungspunkt mit größerem 1 1 1 aufweist, so enthält das zugehörige 
Tangentenparallelogramm den Punkt A^y und wenn wir dann die letzt- 
genannte Tangente entlang der Hyperbel in der Richtung der wach- 
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senden | ^ | gleiten lassen^ so wird im gleichzeitig variierten Parallelo- 
gramm fortan nur noch die einzige primitive Lösung A^ enthalten 
sein, denn eine weitere C müßte jedenfalls der Ungleichung (30) ge- 
nügen, was nicht möglich ist. 

Somit erscheint im vorliegenden Grenzfalle die Kette der primitiven 
Lösungen von (22) nach der Bichtung der wachsenden \^\ im Punkte A^ 
abgebrochen und wir hohen in Aq eine erste Lösung, von welcher die 
Kette angeht. 

Von da aus kann sich die Kette in der Richtung der abnehmen- 
den I £ ins Unendliche erstrecken oder aber auch nach dieser Richtung 
abbrechen. Letzteres wird nämlich dann und nur dann der FaU sein, 
wenn auch die i^-Achse Gitterpunkte enthält, also die Gleichung 
J =« a? — ay = vom Nullpunkte verschiedene ganzzahlige Lösungen 
besitzt, wozu es sichtlich notwendig und hinreichend ist, daß a eine 
rationale Größe ist. Ist dagegen a irrational, so ist die Kette nach 
der besagten Richtung endlos. 

Dieser Fall i? «= y bietet ein besonderes arithmetisches Interesse 
dar. Man erkennt nämlich, daß die sich in diesem Falle ergebende 
Kette der primitiven Lösungen (x,y) von \^-yj\ = |(^ — «y)y| <^ in 
den Größen x/y die fortlaufenden Näherungsbrüche eines Kettenbruchs 
für a liefert, welcher unter den sämtlichen möglichen Kettenbrüchen 
für a am schnellsten konvergiert.*) 

§ 11. Nichthomogene zerlegbare quadratische Ausdrücke. 

Wir wollen jetzt nichthomogene zerlegbare quadratische Aus- 
drücke von der Gestalt 

ii-Qiv-Vo)-(^^+ßy-k)(y^ + Sy-vo) (31) 

betrachten, wozu wesentlich andere Überlegungen als bei den homo- 
genen Ausdrücken erforderlich sind. Die wichtigste Anwendung der 
Untersuchung, die sich an solche Formen knüpfen wird, bezieht sich 
auf die Frage nach der Annäherung eines Ausdrucks x — ay — b, 
worin a, b beliebige reelle Größen bedeuten, mittels rationaler ganzer 
Xy y im. die Null. Die ersten diesen Gegenstand betreffenden Sätze 
stellte Tschebyschew auf**), indem er die Existenz ganzzahliger 
Lösungen (x, y) der Ungleichung 

\x — ay — b < 1— 



*) Darüber vgl. Minkowski, Über die Annäherang an eine reelle Größe 
dnrch rationale Zahlen. Math. Ann. Bd. LIV S. 91 ff. 

*•) Ob odnom arifmeticeskom woprosje. (Über eine arithmetische^ Frage.) 
Denkschr. d. Petersb. Akad. Bd. X. 1866. (Anch in franz. Übers, in den „Oeuvres 
de P. L. Tchebychef", hgg. v. Markow u. Sonin. Bd. 1. S. 637 ff.) 
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nachwies und solche Lösungen mit Hilfe je zweier sukzessiver Nähe- 
mngsweite des f3r a zn bildenden Ketteobrochs aufstellte. Hermite 
ging auf die Tschebyschewschen Sätze ein*) und gab einen zweiten 
Beweis derselben, welcher sich auf einen Hilfssatz über definite ter- 
näre quadratische Formen stützt und zu einer etwas sebärferen An- 
näherung, als die Tschebyschewsdie, führt. 

Wir werden im folgenden durch geometrische Behandlung des 
Problems nicht nur zu einem allgemeineren R^rultate, als dem von 
Tsehebjschew angegebenen, gelangen, sondern auch die Annäherung 
der fraglichen Ausdrücke an Null erbeblich verscluLrfen. Wir ziehen 
statt der speziellen quadratischen Verbindung (x — ay — h)y die allge- 
meinere (31) in Betracht and werden beweisen, daß zu derselben sich 
immer ganze Zahlen x, y derart angeben lassen, daß 

l(l-S.)(>)— l.)ISi (32) 

wirdj dabei können die betreffenden Zahlen x, y unter Umständen 
auch beide gleich Null sein. Es wird sich femer zeigen, daß das 
Gleichheitszeichen hier nur in dem Falle erforderlich ist, wo der Aus- 
druck (I — Ig) (^i — jjf^) in den Variabeln x, y mit dem Ausdrucke 
{X — ^)(Y—\) arithmetisch äquivalent ist. 

Zunächst soll die Idee der geometrischen Methode, die uns zu 
dieser Erkenntnis führen wird, auseinandergesetzt werden. 

Es sei eine konvexe Eichfigur vom Inhalt tT um den Nullpunkt 
als Mittelpunkt gegeben; sie soll so klein sein, daß, wenn sie von da 
aus zu jedem anderen Gtitterpunkt als Mittelpunkt parallel mit sich 
selbst verschoben wird, alle so entstehenden Figuren anseinanderliegen 
(Fig. 30). Diese letzteren dehnen wir in der bereits wiederholt an- 
gewandten Weise in einem kontinuierlich 
wachsenden Dilatationsverhältnis t von 
ihren Mittelpunkten so lange aus, bis sie 
zum erstenmal zusammenstoßen; die neu 
gewonnenen Figuren entsprechen sodann, 
der im § 2 eingeführten Bezeichnung ge- 
mäß, dem Parameter j —Jlf/2 und jede von 
ihnen hat den Flächeninhalt liPJ/4:. Da- ' 
bei werden im allgemeinen zwischen den 
einzelnen Figuren noch Lücken vorhanden < 
sein. Nun dehnen wir die Figuren weiter \ 
ans, bis sie bei einem bestimmten anderen 
Werte des Parameters, etwa ( = N/2 (und 



*) Snr nne eitensioQ donn^e k la throne dea liactionB continuee par 
. Tohebyctef. Ccelles Journ. Bd. 88. 1880. 
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also dem Flächeninhalt JPJ/A jeder einzelnen Figur), keine Lücken mehr 
lassen, sondern die ganze Ebene vollständig und mindestens einfach 
überdecken. Dieser Zustand muß sichtlich dann bereits erreicht sein, 
wenn die Figur um den Nullpunkt den Bereich 

ganz einschließt. Während wir nun für den Flächeninhalt J^PJ/A. 
die Existenz einer oberen Grenze, und zwar der Ghrenze 1, nach- 
gewiesen hatten, läßt sich für IPJ/A im allgemeinen keine obere 
Ghrenze angeben. (Es genügt z. B. die Eichfigur als eine Ellipse an- 
zunehmen, deren große Achse etwa in der ir -Achse liegt und die ein 
entsprechend kleines Verhältnis der kleinen zur großen Achse auf- 
weist, damit der Parameter N/2 eine beliebig angebbare Grenze über- 
schreite. Fig. 31). Indessen lassen sich gewisse besondere Figuren 
angeben, bei denen für N^J/4: eine obere Grenze existiert; dies ist 
immlich immer dann der Fall, wenn die Figur vom Parameter M 
mehr als zwei Gitterpunkte auf der Begrenzung enthält. 

Wir wollen nun als Eichfigur irgend ein solches Parallelogramm 
um den Nullpunkt als Mittelpunkt annehmen, dessen Diagonalen auf 
den durch die Gleichungen 

^ ^ (33) 




Flg. 81. 



gegebenen Geraden liegen (Fig. 32). 
Wir verschieben dieses Parallelo- 
gramm parallel mit sich selbst zu 
jedem anderen Gitterpunkt als 
Mittelpunkt und dehnen die so 
entstandenen Figuren in der oben 
beschriebenen Weise so lange aus, 
bis sie zum erstenmal die ganze 
Ebene lückenlos überdecken, zu 
N/2 'Parallelogrammen werden, wie 
wir kurz sagen wollen. Dies möge 
eintreten, sobald die halben Dia- 
gonalen jedes einzelnen Paralle- 
logramms die Längen 2(>, 2<?, also 
der Flächeninhalt den Wert 8q6 
erreicht haben. Zu jedem beliebig in der Ebene vorgegebenen Punkte 
^0 "^ (^0? yo); dessen |-, ly-Koordinaten ^, rj^ seien, läßt sich dann min- 
destens ein Gitterpunkt P*=(ir*, y*), resp. (!*,'»?*), derart angeben. 




Fig. 32. 
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daß das um den letzteren als Mittelpunkt befindliche ^/2-Parallelo- 
gramm den erstgenannten Punkt enthält. 

Da nun der Innenraum und die Begrenzung des um den NuU- 
punkt befindliclxen Parallelogramms durch die Ungleichung 



2q 



+ 



2a 



^ 1 (34) 



definiert ist und das Parallelogramm um (S*, ij*) aus dem erstgenannten 
durch Parallelverschiebung um |*, iy* längs den |-, iy -Achsen entsteht, 
so müssen |q, tjq der folgenden Ungleichung genügen: 



2^ ' 2a 

umsomebr also der Ungleichung 



+ 1*^^ ä 1, (86) 



V- 



io — S*l ho — 1 



£ 1, (36) 

da das geometrische Mittel zweier (nicht negativer) Größen nicht 
größer sein kann als das arithmetische Mittel derselben Größen. Die 
Ungleichung (36) schreiben wir, wie folgt: 

|(l*-lo)(^*-%)l^9<^- (37) 

Es fragt sich nun, ob sich ein Parallelogramm mit Diagonalen 
auf den gegebenen Geraden | = 0, tj ^0 immer so konstruieren läßt, 
daß für dasselbe die Größe Sqö, also der Flächeninhalt des zugehörigen 
jy/2- Parallelogramms, eine gewisse, von der Wahl der Formen §, iy 
unabhängige, endliche Größe nicht überschreitet. Dies ist tatsächlich 
der Fall; wir werden nämlich bei beliebig gegebenen Diagonalgeraden 
(33) ^/2 -Parallelogramme um den Nullpunkt in solcher Art herstellen 
können, daß durch Translation des betreiöFenden ^/2- Parallelogramms 
vom Nullpunkte zu jedem Gitterpunkt als Mittelpunkt eine nirgends 
öftere, als zweifache, lückenlose Überdeckung der Ebene erreicht wird. 
Da bei überall zweifacher Überdeckung der Ebene auf den einzelnen 
Gitterpunkt genau ein Flächeninhalt = 2 kommen würde, so wird 
alsdann ein derartiges -^72- Parallelogramm notwendig einen Flächen- 
inhalt ^ 2 haben müssen, also dafür q6 -^^ sein und dadurch gemäß 
(37) ein System von ganzzahligen Lösungen x, y der Ungleichung 

|(|-lo)(i?-%)l^i, (38) 

bzw. in dem eingangs dieses Paragraphen erwähnten Spezialfälle, der 
Ungleichung 

\{x^ay--b)y\^\ (39) 

gefunden sein. 
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§ 12. Paare primitiver LSsnngeB. 

Zu Parallelogrammen; wie die zuletzt erwähnten^ wird man durch 
die Kette der primitiven Lösungen der Ungleichung | |iy | < ^ geführt. 
Wir legen durch einen Punkt A, welcher einer primitiven Lösung 
der erwähnten Ungleichung entspricht und etwa im ersten |-, ^-Qua- 
dranten liege (Fig. 33), eine Tangente an die Hyperbel |iy = ^. Dann 

enthält das zugehörige Tan- 
gentenparallelogramm noch 
eine zweite primitive Lösung 
B in demselben oder dem 
zweiten Quadranten und es 
bedeute wiederum (B) im 
ersten Falle B selbst, im 
zweiten das Spiegelbild von B 
an der iy -Achse (den Punkt 
mit gleicher iy-, entgegenge- 
setzter I -Koordinate wie B), 
Wir lassen die besagteTangente 
(falls sie nicht von vornherein 
durch {B) geht, vgl. Fig. 25, 
S. 38) an der Hyperbel in der 
Richtung gegen den Punkt {B) 
hin so lange gleiten, bis sie 
den letzteren erreicht; dann 
wird das Parallelogramm, wel- 
ches dieser neuen Lage der Tangente entspricht, immer noch den 
Punkt A enthalten und es leuchtet daher ein, daß die Tangente während 
ihrer Bewegung einmal parallel zur Verbindungslinie der Punkte A, (B) 
gerichtet sein muß. Das dieser Zwischenlage (bzw. Ausgangslage) ent- 
sprechende Tangentenparallelogramm nehmen wir als Eichfigur an; als- 
dann wird die zugehörige Figur vom Parameter M die Punkte A, B beide 
auf ihrer Begrenzung enthalten und bilden wir nun die homothetische 
Figur vom Parameter Jf /2 und konstruieren zur letzteren kongruente 
und ähnlich orientierte Figuren um die einzelnen Gitterpunkte als Mittel- 
punkte, so stößt die um den Nullpunkt befindliche Figur an jede der 
vier um -4, um B und um deren Gegenpunkte bezüglich gelegenen 
Figuren an. Infolgedessen können dann die Lücken zwischen allen 
den konstruierten Figuren nie mehr ineinander zu unendlichen Ge- 
bieten verschmelzen, wie dies unter anderen Umständen (vgl. Fig. 7) 
möglich wäre, sondern sie werden untereinander völlig getrennt sein 
und einzeln ebenfalls parallelogrammatische Gestalt haben. Die Ge- 
samtfigur zeigt dann entweder das auf Fig. 34 oder das auf Fig. 35 




Fig. 38. 
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dargestellte Bild*), und zwar je nachdem jedes einzelne Parallelo- 
gramm mit jeder der vier Seiten an je ein benachbartes Parallelo- 
gramm sich anlehnt oder bloß mit 
zwei gegenüberliegenden Seiten an 
je zwei Parallelogramme stößt, d. h. > 
je nachdem A und B (Fig. 33) in 
zwei nebeneinanderliegenden oder 
aber in demselben |-, iy- Quadranten 
sich befinden. Die Lücken kom- 
men ganz zum Fortfall, wenn die 
Verbindungslinie A {B) selbst Tan- 
gente der Hyperbel ist, andererseits 
würden sie von gleicher Größe wie 
die Mß - Parallelogramme (kon- 
gruent mit diesen) wer- 
den, falls A und B beide 
auf den Achsen lägen, 
was die arithmetische 
Äquivalenz der Form | rj 
der Variabein x, y mit 
der Form X Z bedeuten 
würde. 

Nun braucht man, 
damit die Lücken ver- 
schwinden, die konstru- 
ierten Figuren nur soweit homothetisch auszudehnen, daß sie über 
ihre ursprüngliche Begrenzung um die halbe Länge der kleineren 
Seite einer Lücke in Richtung dieser Seite hinausragen. Alsdann 
wird die ganze Ebene von den Figuren lückenlos, und zwar offenbar 
nirgends mehr als zweifach, überdeckt sein. Daraus folgt, daß der 
Flächeninhalt jedes einzelnen der so entstandenen Parallelogramme 
^ 2 ist, welcher Schluß sich ohne Schwierigkeit in der im § 3 an- 
gewandten Weise strenge begründen läßt, und hieraus geht ohne 
weiteres das am Schlüsse des § 11 ausgesprochene Resultat hervor. 



l-J.Lll±l..lil-l.--i.U.J 
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Fig. 85. 



§ 13. Potenzsnmmen. 

Wir wollen unsere Sätze über konvexe Figuren noch auf einen 
ziemlich allgemeinen Fall anwenden. 



*) Dabei ist das Koordinatensystem der x^ y so gewählt gedacht, daß die 
Figuren qnadratförmig ausfallen. 
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Es seien zwei lineare Formen 

l^ax + ßy, 7i-=-yx + Sy (40) 

mit positiver Determinante 

A = «* - /Sy > (41) 

gegeben. Wir betrachten im positiven |-, i^- Quadranten die durch die 
Gleichung 

|p + 1^ = 1 (42) 

dargestellte Kurve, indem wir unter p irgend eine reelle Größe ^ 1 

verstehen; dabei setzen wir das 
7 Koordinatensystem in |, iy als 

rechtwinklig voraus, indem wir 
über das Koordinatensystem in 
X, y entsprechend verfügen 
(Fig. 36). Die Kurve (42) im 
positiven Quadranten erfüllt 
überall die Bedingung: 

^ O^l^l und O^iy^l. (43) 

Wir spiegeln die Kurve noch 
an jeder Achse und femer am 
Nullpunkte und gewinnen so 
eine Figur, welche im Null- 
punkte einen Mittelpunkt hat 
und deren Inneres nebst der 
Begrenzung durch die Unglei- 
chung 

l^\ + \rp\^l (44) 

definiert wird. Für ^ = 1 geht dieselbe in ein Quadrat mit den Eck- 
punkten (I, ri) = (± 1, 0), (0 ± 1) über; wächst p von da an, so er- 
geben sich aus der Gleichung (42) zu einem und demselben Werte 
des 1 1 1 immer größere Werte des | ri \ und umgekehrt, so daß also die 
ganze Figur sich allmählich aufbläht und ihre Begrenzui^ sich immer 
enger an das von den Seiten | = ±1> iy=«±l begrenzte Quadrat 
anschmiegt, welches darum als Grenzfall der Figur für jp = oo auf- 
gefaßt werden kann. 

Es ist leicht zu ersehen, daß, so lange p>l ist, die betrachtete 

Figur konvex ist. Dazu genügt es zu zeigen, daß ri' = jp innerhalb 

des ersten Quadranten beständig negativ ist. In der Tat ergibt sich 
aus (42): 




Fig. 86. 
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•' --------- — ^^ 

'•-^—(1)'"' («) 

und hieraus durch logarithmische Differentiation: 
oder mit Rücksicht auf (45) 

,"-(p-.)(r(T+^). 

oder wegen (42) 

fcP-2 

V'=-(i>-i)^_T; 

hieraus geht wegen der gleichzeitigen Positivität von | und iy die 
Richtigkeit unserer Behauptung für p> 1 hervor; gleichzeitig sieht 
man auch, daß die entsprechende Figur für Werte jp < 1 aufhören 
würde, konvex zu sein. 

Wir fassen nun die Figur (44) mit ^ > 1 als Eichfigur auf; ihr 
Inhalt sei J. Durch Dilatation aller Durchmesser im Verhältnis. t:l 
gelangen wir zu einer homothetischen Figur 

I 



'+ 



t 



£h (46) 



erteilen wir dem t einen solchen Wert M, daß die zugehörige Figur 
mit ihrer Begrenzung an Gitterpunkte stößt and im Inneren nur den 
NuUpunkt als einzigen Gitterpunkt enthält, so muß nach dem Satze 
Vn der Flächeninhalt M^J dieser Figur ^ 4 sein; er kann aber, so 
lange p endlich und > 1 ist> nicht = 4 sein, weil dann die Begrenzung 
der Figur aus lauter krummlinigen Stücken besteht und daher die 
zugehörigen Figuren vom Parameter M/2, um die Gitterpunkte (x, y) 
in der üblichen Weise konstruiert, sicherlich zwischen einander Lücken 
in der Ebene lassen; mithin gilt dann notwendig die Ungleichimg: 

M^J<4: oder ^<_t-- (47) 

Nun ist 



e7^= / / dx dy =- ^jj dl drj, 



wobei der Integrationsbereich bezüglich |, rj durch die Ungleichung (44) 
gegeben ist, oder, wenn wir für J das Vierfache des Inhalts des im 
ersten Quadranten liegenden Teiles der Figur nehmen, 



Minkowski, diophant. Approzimationeii. 



= IJß^ dr,, (48) 



50 n. Zahlengitter in zwei Dimensionen. 

worin das Integral auf den Bereich 

l^ + i?^^l, 1^0, 71^0 
zu beziehen ist. Durch die Substitution 

in dem Integral geht der Ausdruck (48) in den folgenden über: 

worin das Integral sich auf den Bereich 

9 + <^^l, 9^0, (J^O 

bezieht, und der letztere Ausdruck kann nach einer bekannten Formel 
durch Werte der (Jammafunktion ausgedrückt werden, wie folgt: 



Wir setzen 



und haben also 



folglich nach (47): 






(50) 



J^= 



yfiK 7 
P 



MKx^VA. (51) 

Andererseits ist für einen beliebigen Punkt (x, y), welcher auf 
der Begrenzung der Figur vom Parameter M liegt, 

\ccx + ßy\P + \yx + dy^ -=- JkP*; 

hieraus folgt wegen (51): 



p_ 
2 



\ccx + ßy^ + \yx + dy\P <x^A\ (52) 

und die Tatsache, daß auf der Begrenzung dieser Figur sich Gitter- 
punkte befinden, führt uns zu folgendem Satze: 

Vin. Sind I =» «a? + /Jy, rj = yx + dy Bwei lineare Formen 
mit positiver Determincmte A und ist p eine beliebige reette Größe > 1, 
so lassen sich immer ganzzahlige Werte der Vcmabel/n x, y, die nicht 
beide verschwinden, derart angeben, daß für dieselben 






\^\p+\n^<4A'' (53) 

wird, wobei x den Zahlenfdktor (50) bedeutet. 
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§ 14. Der Maximalwert für das Minimnni von i II'' + h |^. 

Das üngleichheitszeichen in (53) zeigt an, daß das Minimum des 
Ausdrucks | S |^ + | "»? |^ für ganzzalilige a?, y + 0, wotl immer unter- 
halb der Größe t^A^^ liegt, aber dieselbe nie erreicht; folglich muß 

der größte Wert, den die Größe M/YÄ (vgl. (51)) für ein bestimmtes 
p bei beliebig variierenden Koeffizienten a, /3, y, d erreichen kann, — 
falls ein solcher überhaupt existiert, was erst zu beweisen ist, — kleiner 

als X sein. Über diesen eventuellen Maximalwert von M/YÄ wollen 
wir jetzt Aufschluß zu erhalten suchen. 

Zunächst sieht man unmittelbar ein, daß der Auedruck M/YA 
ungeändert bleibt, wenn die Formen |, rj durch t^, rrj ersetzt werden, 
unter r eine beliebige positive Konstante verstanden. Nehmen wir nun 
T gleich dem den Formen §, i^ zugehörigen Werte von l/Jf an, so geht 
der Parameter M für das Formensystem ^/M, ri/M in 1 über, und 
bezeichnen wir die neuen Formen und deren Determinante wiederum 
bzw. mit I, riy A, so läuft alsdann unsere Aufgabe darauf hinaus, den 
Maximalwert von 1/A oder den Minimalwert von A zu finden, während 
a, ßj y, 8 in solcher Weise variieren, daß die zugehörige Eichfigur 

\^\P + \ri\P=.l (54) 

dabei stets in ihrem Inneren außer dem Nullpunkte keinen weiteren 
Gitterpunkt, aber Gitterpunkte auf der Begrenzung enthält. Wir be- 
merken noch, daß das Vorhandensein von Gitterpunkten auf der Be- 
grenzung von (54) hierbei nicht ausdrücklich verlangt zu werden 
braucht; denn wofern nur Jf^l vorgeschrieben wird, bringt ein 
Minimum von A^M^ - (A/JiP) von selbst Jf = 1 mit sich. 

Die so gefaßte Aufgabe läßt sich in anschaulicher Weise geo- 
metrisch deuten. Wir denken uns das Koordinatensystem der |, iy 
und darin die Figur (54) festgehalten, dagegen die Koordinaten x, y 
und damit das paraUelogrammatische System des Zahlengitters in 
X, y entsprechend den Veränderungen von a, /3, y, 8 variiert. Da der 
Flächeninhalt des im x-, y- Gitter durch 

0^x<l, 0£y<l (55) 

gegebenen Parallelogramms, welches wir kurzweg das GrundparaUdo- 
gramm in x, y nennen wollen, sich in den |-, iy- Koordinaten gleich 

ff dl drj =» ^ffdx dy = A 

berechnet, so können wir infolge der so festgestellten geometrischen 
Bedeutung von A unsere Aufgabe nunmehr folgendermaßen inter- 
pretieren: Bei gegehefier Figur (54) in einem festen Koordinatensystem 

4* 
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der I, ti mit dem NuMpunkte sind diejenigen ZaMengitter in x, y 
mit cUs Nullpunkt zu suchen^ welche außer keinen weiteren Gitter- 
punkt ins Innere der Figur (54) schicken und dabei ein Grundparallelo' 
gramm von möglichst kleinem Inhalt hohen. 

Diese Stellung der Frage gibt auch die Mittel an die Hand^ die 
vorgelegte Aufgabe in Angriff zu nehmen. Wir wollen dabei p end- 
lich und > 1 voraussetzen, so daß die Figur (54) konvex, aber kein 
ParaUelogramm wird; den Fall eines Parallelogramms hatten wir ja 
bereits abgehandelt. Wir konstruieren nun zunächst im Koordinaten- 
system der I, fj, das wir als ein gewöhnliches rechtwinkliges annehmen 
wollen, irgend ein solches Zahlengitter der Xy y mit als Nullpunkt, 
wobei außer kein weiterer der Gitterpunkte (a?, y) ins Innere oder 

auf die Begrenzung der 
Figur (54) hinkommt. 
Sodann denken wir uns 
durch Translation des 
in diesem Gitter durch 
(55) gegebenen Grund- 
parallelogramms OÄBG 
von aus nach jedem 
der Gitterpunkte (Xy y) 
als Mittelpimkt ein Netz 
von Parallelogrammen 
hergestellt, welche in 
ihrer Gesamtheit die 

Ebene einfach und 
lückenlos überdecken, 
und verändern dieses Netz in der Weise, daß wir einen nicht 
gegenüberliegenden Eckpunkt von OABG, etwa Ay auf dessen Ver- 
bindungsgeraden mit in der Richtung gegen rücken lassen, dabei 
den zu A gegenüberliegenden Eckpunkt C festhalten und die übrigen 
Gitterpunkte {x, y) gleichzeitig so bewegen, daß dieselben fortwährend 
ein parallelogrammatisches Netz bleiben. Unterdessen verkleinert sich 
offenbar kontinuierlich imd unbegrenzt der Inhalt von OABC. Diese 
unsere Variation des Gitters soll nun soweit vor sich gehen, bis zum 
erstenmal, außerhalb der festgehaltenen Geraden OC, Gitterpunkte 
auf die Begrenzung der Figur (54) fallen, was ja einmal geschehen 
muß, nämlich infolge des Satzes VH, bevor noch der Inhalt von 
OABC zu einem Viertel des Inhalts der Figur (54) zusammen- 
schrumpft. 

Es möge nun etwa bloß ein Paar von Gitterpunkten in die Be- 
grenzung der Figur fallen; die Koordinaten eines jeden derselben sind 
gewiß teilerfremde Zahlen, und wir können daher das Gitter der a?, y 




Fig. 37. 
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durch eine geeignete ganzzahlige Substitution von der Determinante 1 
derart in sich transformieren^ daß das Grundparallelogramm der neuen 
Koordinaten, für die wir der Einfachheit halber die Zeichen x, y be- 
lassen wollen, die Strecke zwischen und einem jener zwei auf die 
Peripherie der Figur getretenen Gitterpunkte zu einer Seite erhält 
(Siehe hierzu Fig. 37). Zu diesem Parallelogramm, das wiederum 
mit OÄJBC bezeichnet werde, wobei C den zuletzt genannten Gitter- 
punkt bedeute, denken wir uns wiederum das zugehörige parallelo- 
grammatische Netz entworfen und verändern dasselbe genau nach dem 
früheren Prinzipe, indem wir den zu C in OÄJBC gegenüberliegenden 
Eckpunkt Ä auf der Geraden OÄ gegen hin solange verschieben 
und damit gleichzeitig den Inhalt von OABC solange verkleinern, 
bis neue Gitterpunkte in die Begrenzung der Figur (54) eintreten, 
was wiederum einmal aus demselben Grunde und vor analogem Ter- 
min, wie vorhin, erfolgen muß. Es liegen alsdann mindestens vier 
Gitterpunkte auf der Peripherie der Figur. 

Fallen jetzt auch nicht mehr als vier Gitterpunkte auf die Be- 
grenzung der Figur, so greifen wir irgend welche zwei unter ihnen 
heraus, die mit dem Nullpunkte nicht in einer Geraden liegen. Die 
Determinante der Koordinaten dieser Punkte ist dann nach einer 
früheren Überlegimg*) notwendig = ± 1, und wir können daher 
wiederum die Koordinaten des Gitters so unimodular transformieren, 
daß diese zwei Punkte, die jetzt A, C heißen mögen, die neuen Ko- 
ordinaten 1, bzw. 0, 1 erhalten. Wir ergänzen sodann das Dreieck 
OAC zum Parallelogramm OABC mit 5=(1, 1) und verändern 
wiederum das zu OABC gehörige parallelogrammatische Netz, dies^ 
mal in der Weise, daß 

wir C auf der Begren- a-^^ 

zung der Figur gegen 
die Gerade OA heran- 
rücken lassen, wodurch 
der Inhalt von OABC 
abermals beständig ab- 
nimmt (Fig. 38). Dies 
soU wiederum so lange 
geschehen, bis neue 
Gitterpunkte in die Peri- 
pherie der Figur ein- 
treten. 

Nun liegen minde- Fig. ss. 




•) Vgl. (18) S. 33. Es kommt hier offenbar die zweite dort besprochene 
Möglichkeit j9« — qr=l ausschließlich in Frage. 
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Fig. 89. 



stens drei Paar von Gitterpunkten, Äy Ä\ B, B\ C, C (Fig. 39), auf 
der Begrenzung der Figur (54). Irgend zwei unter diesen Gitter- 
punkten, die nicht in einer Geraden mit dem Nullpunkt liegen, etwa 
A, By können wir uns mit den Koordinaten (1, 0) bzw. (0, 1) ver- 
sehen denken; dann haben zwei weitere der sechs Gitterpunkte not- 
wendig Koordinaten ±1, dt 1 ^^^^ indem wir uns eventuell Xy y 

durch —ffyX ersetzt denken, und 
da jene Gitterpunkte sich paarweise 
um als Mittelpunkt gruppieren, 
können wir sonach annehmen, daß 
die Koordinaten von Äj B, C bzw. 
1, 0; 0, 1; — 1, 1 sind. Mehr als 
diese sechs Gitterpunkte können 
'^ unter den gestellten Bedingungen 
auf keinerlei Weise auf der Be- 
grenzung der Figur liegen; denn 
eine solche Lage käme nur noch 
für die Punkte (1, 1), (- 1, - 1) 
in Frage, würde aber, da (1, 1) 
mit (—1, 1) die Determinante 2 
ergibt, einen Widerspruch dagegen 
involvieren, daß der Inhalt der Figur (54) hier <4 sein soll. 

Jetzt ist es klar, daß wir solche Wertesysteme a, ß, y, S, aus 
denen das Minimum von A entspringt, nur unter allen denjenigen 
zu suchen haben, welche der Fig. 39 entsprechen, d. h. so beschaffen 
sind, daß jeder der sechs Punkte (+ 1, 0), (0, ± 1), (- 1, 1), (1, - 1) 
der Gleichung 

\ccx + ßy^ + \yx + Sy^p = l (56) 

genügt, daß also die drei Gleichungen 

I a 1^ + I y 1^ = 1, 

\ß\p + \d\P^ly (57) 

bestehen. Mit Hilfe dieser Gleichungen können wir uns die vier Un- 
bekannten a, ßy y, d als Funktionen eines Parameters dargestellt 
denken, und es würde endlidi erübrigen, diesen Parameter so zu be- 
stimmen, daß \ad — ßy\ ein Minimum wird. 

Für den Spezialfall ^ = 2 läßt sich diese Aufgabe leicht erledigen. 
Die Potenzsumme | S |^ + 1 1? |^ stellt in diesem FaUe eine positive 
quadratische Form 

f{Xy y) = (ax + ßyf + {yx + dyf = ax^ + 2hxy + cy^ 

mit den Koeffizienten 
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a ««« + /, h'^aß + yd, c=»ß^ + ö^ 
und der Determinante 

D = ac - 6« = («* - ßyy = A* 

vor. Die Gleichungen (67) gehen dann in die fönenden über: 
und daraus ergibt sich unmittelbar 

/o - 1' + ^' = ^' + ^y + y' (58) 

als diejenige Form^ oder vielmehr als Repräsentant derjenigen Klasse 
arithmetisch äquivalenter Formen^ für welche das Minimum von A 
eintritt, während M^l ist; und zwar wird dieser minimale Wert 
von A hier 

Mithin ist l/A^ = 2/y3 unseren früheren Ausführungen gemäß der 

Maximalwert, den das Minimum des Ausdrucks - — , ^"^ -^ 

' yac — &• 

für ganzzahlige, von (0,0) verschiedene Wertesysteme (x, y) im ganzen 
durch ac — &* > und a > definierten Bereiche reeller Werte a, 6, c 
zu erreichen vermag und auch tatsächlich im Falle (58) erreicht, und 
es gilt somit der Satz: 

IX. Zu einer binären positiven qucLdratischen Form f(x, y) mit der 
Dekrmincmte D lassen sich imm^er für die Variabeln ganzmhlige 
Werte x, y, die nicht beide verschwinden, derart angeben, daß für 
dieselben 

wird. Hierbei hat das Gleichheitsjseichen nur dann statt, wenn f(x, y) 

mit der Form YD (x^ + xy + y^) arithmetisch äquivalent ist 

Das geometrisch sehr 
evidente Resultat dieser Be- 
trachtimg für den Fall i? = 2 
formuKeren wir noch dahin: 
Bei der dichtesten Lage- 
rung von Kreisen in der 
Ebene derart, daß die Mittel- 
punkte ein Gitter bilden und 
die Kreise nicht ineinander 
rig.4o. eindringen, verhält sich der 
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von den Kreisen bedeckte Flächeninlialt zu dem übrigen freien Flächen- 
inhalt wie 

f = (^ - f ) = ^''^41 . . . (vgl. Fig. 40). 

Ist nun p'>2 oder p <,2 und > 1, so bestimmen die Rela- 
tionen (57) den Minimalwert von A noch nicht vollständig. Die Be- 
stimmung desselben hängt dann von einer transzendenten GFleichung 
ab, über deren Lösung wir wenigstens eine Vermutung formulieren 
wollen. Es seien Jf, M' bzw. N, N' die Schnittpunkte der Figur (54) 




mit der §- bzw. ly -Achse, P, P' bzw. Qy Q' die Schnittpunkte der- 
selben mit der Geraden | == t; bzw. S = — ly. Unter den Lösungen 
der Gleichungen (57), deren jeder ein bestimmtes Sechseck ABCÄB'C 
mit Mittelpunkt und mit Seiten parallel seinen Diagonalen entspricht 
(Fig. 39), denken wir ims diejenige herausgegriflFen, deren zugehöriges 
Sechseck die Punkte Jf, M' zu Eckpunkten hat, und konstruieren 
das letztere, indem wir in der Figur (54) jene zwei zur §- Achse 
parallelen Sehnen errichten, welche je die Länge OJf == \M'M haben 
(Fig. 41). Die Eckpunkte dieses bezüglich der §- und der ly-Achse 
symmetrischen Sechsecks wollen wir mit je einer Ziffer 1 bezeichnen. 
In ähnlicher Weise konstruieren wir sodann jenes Sechseck, welches 
die Punkte N, N' zu Eckpunkten hat und dessen sechs Eckpunkte 
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einzeln mit der Ziffer 2 bezeichnet werden mögen; dasselbe ist eben- 
falls bezüglich jeder der Achsen symmetrisch und dem vorigen kon- 
gruent und geht aus dem vorigen durch eine Drehung um Tcß in 
beliebigem Sinne hervor. Weiter konstruieren wir noch zwei Sechs- 
ecke mit als Mittelpunkt und Seiten parallel den Diagonalen^ welche 
die Punkte P, P' resp. Q, Q' unter ihren Eckpunkten haben und 
deren einzelne Eckpunkte wir mit der Ziffer 3 bzw. 4 versehen; diese 
zwei Sechsecke liegen symmetrisch bezüglich jeder der Geraden | = ^, 
I = — iy, sind einander kongruent und gehen durch eine Drehung 
um jr/2 auseinander hervor. Wir lassen nun den Punkt A von der 
Ecke M{V) längs der Begrenzung der Figur gegen den nächst- 
benachbarten Eckpunkt 4 fortschreiten und denken uns dazu jedesmal 
das zugehörige aus sechs kongruenten Dreiecken bestehende Sechseck 
ÄBCA'B'C konstruiert; dann ist es leicht zu ersehen, daß gleich- 
zeitig jeder der übrigen Eckpunkte von 1 zum bzw. benachbarten Eck- 
punkte 4 wandert und dabei die sechs vereinzelt liegenden Bogen- 
stücke, welche von den Eckpunkten des veränderlichen Sechsecks 
ABCA'B'C beschrieben werden, durch geeignete Spiegelungen an 
den Symmetrielinien der Figur in den positiven |-, i^- Quadranten 
hineinversetzt werden können, so daß sie hier den ganzen Quadranten 
ausmachen j. Daher genügt es, mit Rücksicht auf jene Symmetrien, 
um alle möglichen Formen des Sechsecks ABGAB'G' in Betracht 
zu ziehen, den Punkt A bloß von M aus die erste Strecke 14 
durchwandern zu lassen. Es liegt nun die Vermutung nahe, daß die 
Größe A, der Flächeninhalt des Grundparallelogramms, sich während 
dieser Bewegung fortwährend im gleichen Sinne ändert und daher das 
Minimum von Ä einer der beiden äußersten Lagen von ABCÄB'C 
entspricht: entweder dem Sechseck (1) oder jenem (4). Da femer 
wenig unterhalb ^ = 2 dieses Minimum, wie man sich leicht über- 
zeugt, wesentlich dem Sechseck (1) entspricht, dagegen wenig ober- 
halb p = 2 dem Sechseck (4), im Falle p ^2 aber (wie auch in den 
Grenzfällen ^ = 1 und p ^ <x> selbst) von allen möglichen in Betracht 
kommenden Sechsecken derselbe Wert von A geliefert wird, so liegt 
es weiter nahe zu vermuten -— wofür der Beweis aber noch zu er- 
bringen wäre — , daß für p <2 immer das Sechseck (1), für jp > 2 
immer das Sechseck (4) dem Minimum von A entspricht. Im ersteren 
Falle würde dann, weil die Punkte a; = 1, t/ = und S = 1, iy = 
zusammenfallen, aus 

l^ax + ßy=ly ri^yx + dy=^0 
sich 

a = 1, y = 

ergeben, was in die Gleichungen (57) eingesetzt: 
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/3 = i, (y = (i-2-"^)^ 

liefert; sonach würde für das Minimum von A in diesem Falle 

Ao -= (1 - 2"P)P 

folgen. Im anderen Falle dagegen, wo der Gitterpunkt (1 <^<2) 
(— 1, 1) auf der Geraden | = — - iy und ähnlich der Gitterpunkt (1, 1) 
auf der Geraden ^ = i? liegt, haben wir infolgedessen: 

— a -{- ß = y — d, a + /3 = y + d, 
also 

und dies ergibt, in die Gleichungen (57) eingesetzt, 

aP + ßP=^l, 2(a-/J)P=l, 
oder 

a - 2"^"*"^ A + 2"^""^, ß = 2""^"^^ A — 2"^"" p , 

(2^A + l) +(2^A-l) =2P+iO>2); 

doch läßt sich die Auflösung der letzteren Gleichung für A nicht in 
geschlossener Form bewerkstelligen.*) 

*) Die Ausführnngen hier übertragen sich zu großem Teile auf ein jedes 
konvexe Oval, das die vier Geraden | = 0, 7j = 0,5 = + 7] zu Symmetrielinien 
hat und in der Tat ist in den Figuren 37 (p. 62), 88 (p. 53), 39 (p. 54), 41 (p. 56), 
vrie schon aus dem Yorhandensein von Ecken ersichtlich, nicht speziell ein Oval 

I g^ I + I TjP I = 1 (p > 1) gezeichnet. 



Drittes Kapitel. 

ZaMengitter in drei Dimensionen. 



§ 1. Definition des Zahlengitters in drei Dimensionen. 

Unter dem Zahlengitter in drei Dimensionen wollen wir die 
Gesamtheit aller ganzzahligen Wertesysteme dreier Variabein x, y, z 
Terstehen. Dieses Zahlengitter kann man geometrisch mittelst eines 
räumlichen Parallelkoordinaten-Systems darstellen, indem man drei sich 
in einem Punkte treflFende und nicht in einer Ebene gelegene Geraden 
beliebig im Baume als Koordinatenachsen annimmt, die Maßstäbe auf 
denselben beliebig festlegt und einem 
jeden ganzzahligen Wertesystem (2>j3?^) 
den Punkt mit den Koordinaten x =^p, 
y "^ Q.7 ^ = ^ zuordnet. Dieses räum- 
liche Gitter kann auch durch beliebige 
Festlegung der vier Punkte 

(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), 

doch SO, daß nicht alle vier in einer 
Ebene liegen, vollständig bestimmt 
werden (Fig. 42); das durch diese vier 
Punkte als Ecken gebildete Tetraeder 
bezeichnen wir dann als das Funda- 
mentdltdrdeder des betreffenden Gitters. 
Ist im Koordinatenraume ein 
irgendwie begrenzter Körper gegeben, so wollen wir unter dem Vo- 
lumen desselben das auf den Bereich des Körpers bezogene dreifache 
Integral 

J^jyj'dxdydz (1) 

verstehen, wobei das Element des Integrals stets als wesentlich posi- 
tive Größe zu denken ist. 




Fig. 43. 
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§ 2. Theorem über konvexe Körper mit Mittelpunkt. 

Da wir uns im Laufe der weiteren Untersuchungen hauptsächlich 
auf die Betrachtung einfacher, nur von Ebenen oder Flächen zweiter 
Ordnung begrenzter Körper beschränken werden, so können wir hier 
von der Aufstellung einer strengen Definition für die konvexen Körper 
absehen und uns nur mit der Feststellung der wesentlichsten Eigen- 
schaften derselben begnügen. Wir stellen uns unter einem konvexen 
Körper eiae abgeschlossene Punktmenge vor, die vollständig im End- 
lichen liegt, d. h. in eine um den Nullpunkt mit angebbarem endlichem 
Radius beschriebene Kugel vollständig eingeschlossen werden kann; 
sie soll ferner nicht vollständig in einer Ebene liegen und durch jeden 
Punkt ihrer Begrenzung soll wenigstens eine Stüteebene gelegt werden 
können, d. h. eine Ebene, auf deren einer Seite kein Punkt der Punkt- 
menge liegt. 

Falls ein konvexer Körper einen Punkt aufweist, der alle durch 
ihn gehenden Sehnen des Körpers halbiert, so heißt dieser Punkt 
MiiMpunM des Körpers. 

Für die konvexen Körper mit Mittelpunkt gilt im Räume ein 
ganz analoges Theorem, wie in der Ebene für die konvexen Figuren 
mit Mittelpunkt; dasselbe lautet: 

X. Ein konvexer Körper mit einem Gritterpunkt als Mittelpunkt^ 
vom Volumen 8, enthält stets außer dem Mittelpunkt noch wenigstens 
einen weiteren Gitterpunkt. 

Auch der Beweis dieses Satzes gestaltet sich ähnlich wie im 
Falle der ebenen konvexen Figuren. 

Es sei um den Nullpunkt als Mittelpunkt ein konvexer Körper 
vom Volumen J gegeben. Dilatieren wir alle seine Radien im Ver- 
hältnis t : ly so wollen wir den so hervorgehenden neuen Körper vom 
Volumen fij als den £!um Parameter t gehörigen Körper oder kurz 
als den t- Körper bezeichnen. Der ursprünglich gegebene, dem Para- 
meterwerte ^ = 1 entsprechende Körper soll der Eichkörper heißen. 

Wir ziehen den Eichkörper zunächst derart zusammen, daß der 
neu entstandene Körper außer dem Mittelpunkt keinen weiteren 
Gitterpunkt enthält, und treiben dann den letzteren Körper so lange 
auf, bis er etwa für den Parameterwert t ^ M mit seiner Begrenzung 
zum erstenmal an einen Gitterpunkt stößt.*) Diesen Jf-Körper ziehen 
wir hierauf im Verhältnis 2 : 1 zusammen und denken uns den so 
gewonnenen Jf/2- Körper vom Nullpunkt aus zu jedem anderen 
Gitterpunkt als Mittelpunkt parallel mit sich selbst verschoben . So 



*) Schematiflch kann man sich diese Verhältnisse an der Fig. 18, S. 29 ver- 
anschaulicht denken. 



§ 3. Grenzfälle des letzteren Theorems. gl 

entsteht ein System von Körpern^ deren jeder an mindestens zwei 
benachbarte stößt nnd in keinen anderen der Körper eindringt, so 
daß keine Stelle des Baumes mehr als einfach von dem System aus- 
gefüllt wird, während zwischen den einzelnen Körpern im allgemeinen 
noch Lücken vorhanden sein werden. Denken wir uns nun anderer- 
seits um den Nullpunkt als Mittelpunkt das von den sechs Ebenen 
a;== + ^, y =^ ±^y ^ = ±1 begrenzte Parallelepiped konstruiert und 
sodann dasselbe von da aus zu jedem anderen Gittei*punkt als Mittel- 
punkt parallel mit sich selbst Terschoben, so erscheint der ganze 
Raum Yon diesen Parallelepipeden, deren jedes das Volumen 1 hat, 
einfach und lückenlos erfüllt. Hieraus erhellt, daß das Volumen eines 
ilf/2- Körpers nur kleiner oder höchstens gleich 1 sein kann: 

(f)Vil, (2) 

und daher folgt für das Volumen des üf- Körpers: 

M^J£8. (3) 

Um einen zum Eichkörper homothetischen Körper genau vom 
Volumen 8 zu erhalten, muß man sonach den Jf- Körper im all- 
gemeinen noch ein wenig ausdehnen und nur im Grenzfalle fallen 
die zwei genannten Körper zusammen. Es enthält also der Körper 
vom Volumen 8 den Jf- Körper und damit außer dem Mittelpunkte 
notwendig noch weitere (mindestens zwei) Gitterpunkte, und zwar im 
allgemeinen in seinem Inneren, im Grenzfalle nur auf der Begrenzung. 

§ 3. Grenzfalle des letzteren Theorems. 

Es soll zunächst ein strenger Beweis der schon an sich plau- 
siblen Tatsache gegeben werden, daß das Volumen eines Jf/2- Körpers 
< 1 oder = 1 ist, je nachdem die um die einzelnen Gitterpunkte kon- 
struierten Jf/2- Körper Lücken zwischen einander lassen oder den 
ganzen Baum lückenlos ausfallen. 

Wir nehmen ztmächst an, daß derartige Lücken vorhanden sind. 
Sind Xq, y^y Zq die Koordinaten irgend eines im Inneren einer Lücke 
gelegenen Punktes, so leuchtet es ein, daß auch aUe Punkte 
(^0 "^ Pf ^0 + 9.J ^0 + ^); wobei p, q, r unabhängig voneinander sämt- 
liche ganze Zahlen durchlaufen, im Inneren von Lücken liegen werden; 
die Gesamtheit dieser Punkte, die wir als ein System von homologen 
Punkten bezeichnen, geht aus dem gegebenen Zahlengitter einfach 
durch eine derartige Translation desselben hervor, bei welcher irgend 
ein Gitterpunkt in den Punkt (xq, y^, z^ übergeht. Um jeden der 
Punkte {Xq + p, y^ + g, z^ + r) als Mittelpunkt denken wir uns einen 
zum Eichkörper ähnlichen und ähnlich gestellten Körper konstruiert, 
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von solcher, etwa dem Parameterwerte T/2 entsprechender Größe, daß 
weder irgend zwei von diesen T/2 -Körpern ineinander eindringen 
noch irgend ein T/2 -Körper in einen der um die einzebien Gitterpunkte 
konstruierten Jlf/2-Körper eindringt. Zwischen den so errichteten T/2- 
Körpem und den vorhin konstruierten ilf/2- Körpern kann eine ein- 
eindeutige Zuordnung festgelegt werden, indem etwa dem J!f/2- Körper 
um (p, q, r) der T/2 -Körper um {x^ -j-^, y^ + g, z^ -f- r) als Trabanty 
wie wir sagen wollen, zugeordnet wird. Nun konstruieren wir um 
jeden Gitterpunkt als Mittelpunkt einen Würfel mit Seitenflächen 
parallel den Koordinatenebenen und einer solchen festen Kantenlänge 
2rf, daß der Würfel den um den Gitterpunkt befindlichen Jf/2- Körper 
und jetzt auch den Trabanten des letzteren vollständig in sich ein- 
schließt, — endlich um den Nullpunkt 
einen Würfel mit Seitenflächen parallel 
den Koordinatenebenen und einer Kante 
2ß, wobei Sl eine positive ganze Zahl 
bedeute, über deren Größe wir noch 
verfügen wollen (Fig. 43). Die Ge- 
samtheit derjenigen unter den erstge- 
nannten Würfeln, deren Mittelpunkte 
im Inneren und auf der Begrenzung 
des großen Würfels von der Kante 2Ä 
liegen, ragt über des letzteren Begren- 
zung überall höchstens so weit heraus, 
daß, wenn der Würfel von der Kante 
2 iß zu einem homothetischen von der 
Kante 2Sl-\-2d ausgedehnt wird, dieser neue vergrößerte Würfel 
sicherlich alle vorhin genannten Würfel von der Kantenlänge 2d und 
damit auch alle die von diesen Würfeln bzw. eingeschlossenen Paare 
von je einem Jf/2- Körper und dem zugehörigen Trabanten vollständig 
in sich schließt. Da nun (2ß + l)* solche getrennt liegende Körper- 
paare hier in Betracht kommen, so hat man hiernach: 

(2ß + 2rf)» ^ (2a + 1)» KD + (D") J, 

woraus, wenn man beiderseits durch (2Ä -\- Xf dividiert und zur 
Grenze für ß = cx) übergeht, 




folglich 



((!)*+ ©Vsi. 



(?)V<i 

hervorgeht, was zu beweisen war. 



(4) 
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Im Falle lückenloser AusfiUlung des Raumes durch die M/2- 
Körper fassen wir zunächst die außerhalb des Würfels von der Kante 
2Sl gelegenen Gitterpunkte ins Auge. Jeder der um diese Punkte 
befindlichen Würfel von der Kantenlänge 2d liegt entweder ganz 
außerhalb dieses erstgenannten Würfels oder dringt zum Teil in ihn 
ein, und zwar höchstens bis zur Tiefe d, in Richtungen normal zu 
den entsprechenden Koordinatenebenen gemessen. Wir nehmen nun 
ß > d an und konstruieren um den Nullpunkt einen zum erstge- 
nannten homothetischen kleineren Würfel von der Kante 2ß — 2rf; 
in diesen letzteren dringt dann keiner der besagten Würfel von der 
Kantenlänge 2d mehr ein, folglich muß sein Inneres ganz in solche 
der ilf/2 -Körper aufgehen, deren Mittelpunkte im Würfel von der 
Kante 2Sl gelegen sind. Der von der Gesamtheit der hiermit be- 
zeichneten i[f/2 -Körper ausgefüllte Raum kann daher nicht kleiner 
sein, als das Volumen des Würfels von der Kante 2Sl — 2d und es 
gilt demnach die Ungleichung: 

{2Sl - 2d)^ £ (2Sl + ly (y) V. 

Aus dieser schließen wir, indem wir Sl wiederum über jede Grenze 
hinaus wachsen lassen: 

und dies ist wegen (2) nur so möglich, daß 



[^ 



J-l (6) 

ist, was zu beweisen war. 

Durch Parallelverschiebungen auseinander hervorgehende konvexe 
Körper, die um Gitterpunkte als Mittelpunkte konstruiert sind und, 
wie die ilf/2- Körper, teilweise aneinander stoßen, ohne je ineinander 
einzudringen, wollen wir Stufen im ZaMengitter nennen. Wir wollen 
nun die Gestalt der Stufen im Falle des maximalen Volumens 1 
derselben, also bei lückenloser Erfüllung des ganzen Raumes durch 
die Stufen, eingehender studieren. 

§ 4. Charakter der Oberfläche bei einem maximalen Jlf/2-KSrper. 

Zunächst erkennen wir, daß jeder Punkt der Oberfläche einer 
Stufe vom Volumen 1, kurz: einer maximalen Stufe, zugleich der 
Oberfläche wenigstens einer von den homologen Stufen um die anderen 
Gitterpunkte angehören muß. Würde nämlich ein Punkt P der Be- 
grenzung einer maximalen Stufe, deren Mittelpunkt wir etwa im 
Nullpunkte annehmen woUen, keiner anderen Stufe angehören, so 
müßten wir, auf dem Radius OP über P hinaus fortschreitend, auf 
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Punkte kommen, welche überhaupt keiner Stufe angehören, was wegen 
der lückenlosen AusfOllung des Raumes durch die Stufen ausge- 
schlossen ist. 

Es sei nun Ä = (p, g, r) der Mittelpunkt einer unter denjenigen 
maximalen Stufen, welche mit der um befindlichen Stufe, die kurz 
die Nullpunktstufe heiße, zusammenstoßen (Fig. 44). Die Stufe um Ä 
und die Nullpunktstufe sind dann offenbar beide in bezug auf den 
Halbierungspunkt E der Strecke OÄ zueinander symmetrisch. Der 
Punkt E ist beiden Stufen gemein und es geht durch ihn eine ge- 
meinsame Stützebene der beiden Stufen. In dieser Stützebene haben 
beide Stufen entweder bloß den Punkt E oder geradlinige Strecken 
oder aber konvexe ebene Partien liegen. Da nun die Stufe um 0, 
als Stufe überhaupt, wie leicht einzusehen, nur mit einer endlichen 

Anzahl anderer Stufen zusam- 
menstoßen kann und dabei, als 
maximale Stufe, mit ihrer ganzen 
Begrenzung an andere Stufen 
stoßen muß, so ist es klar, daß 
ihre Oberfläche gan0 in einer 
endlichen Anzahl ihrer Stütz- 
ebenen liegen muß. Die maooi- 
mälen Stufen sind somit Poly- 
eder, Zugleich erkennen wir, 
daß es unter den der Nullpunkt^ 
stufe benachbarten Stufen ge- 
wisse gibt, welche mit der Null- 
punktstufe ebene Partien (nicht bloß Kanten oder Ecken) gemein 
haben und daß die ganze Begrenzung der Nullpunktstufe aus den 
Partien solcher Art besteht. 

umgekehrt leuchtet jetzt ein, daß, wenn jede Stufe ihi*e ganze 
Oberfläche mit anderen Stufen teilt, die Stufen tatsächlich den Raum 
lückenlos ausfüllen, also je das Volumen 1 haben müssen. Denn an- 
genommen, es existierten dabei noch Lücken und es wäre Q ein 
Punkt in einer Lücke, so könnten wir eine Strecke von Q aus nach 
dem Lmeren irgend einer Stufe derart legen, daß diese Strecke in 
ihrem Verlaufe keiner einzigen Stufe in einer Kante oder einer Ecke 
begegnet; und wäre dann P, von Q aus gerechnet, der erste Punkt 
der Strecke, der auf der Oberfläche einer Stufe zu liegen kommt, so 
könnte P offenbar nur dieser einen Stufe und keiner weiteren unter 
den Stufen angehören, was unserer Voraussetzung widerspräche. 

Liegt eine beliebige konvexe Figur ^ vor (Fig. 45), so wollen 
wir jenen Teil von ^, welchen diese Figur mit einer Figur ^ ge- 
mein hat, die durch Spiegelung von an einem inneren Punkte E 




Fig. 44. 
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von d> entsteht, die Dechtng der Figur <P 
in bemtg auf den Punkt E nennen. 

Haben nun die Nnllpunktstufe und 
die dieser beD&chbarte Stnfe um A in der 
den beiden gemeinsamen Sttttzebene Seiten- 
dächen (und nicht bloß Kanten oder Ecken) 
liegen und ist $ die Seitenfläche der Nnll- 
punktstufe und E der Halbierungspuukt 
Ton OÄ, so ist die den zwei Stufen ge- 
meinsame Partie offenbar mit der Deckung 
von ä> in bezug auf E identisch. Be- 
achten wir noch, daß der Punkt E kein Gitterpunkt sein kann, also 
die Koordinaten pj2, q/2, r/2 von E Hälften von ganzen Zahlen, 
aber nicht sämtlich ganzzahlig sind, so ^Bt sich das Ergebnis unserer 
Betrachtung folgendermaßen zusammenfassen; 

XI. Eine maximale Stufe ist von lauter ebenen Seitenflächen be- 
grenzt; dabei enthält jede Seitenfläche wenigstens einen Punkt, dessen 
Koordinate Hälften v<m ganzen Zahlen, aber nicht sämtlich ganzzahlig 
sind, und es besteht jede SeOenfläcke genau aus ihren Deckungen in 
bezug auf die verschiedenen derartigen in ihr enthaltenen Punkte. 

Wir können diese Eigenschaften der maximalen 3f/2-Körper 
ohne weiteres auf die maximalen M-Körper, d. h. 3f-Körper vom 
Volumen 8 in folgender Weise übertragen : 

Ein maximaler M-Körper ist ein Polyeder, dessen jede Seiten- 
fläche mindestens einen Gitterpunkt mit nicht sämtlich durch zwei teil- 
baren Koordinaten enthält und regelmäßig genau aus ihren Deckungen 
in beeug auf die verschiedenen in ihr befindlichen Gitterpunkte besteht. 

§ 5. Die Anzahl der SeitenflSclien eines masimalen If-KQrpers. 

Dieses Ergebnis gestattet uns, die größtmöghche Anzahl der Seiten- 
flächen eines maximalen Jf- Körpers sowie in der Folge die genaue Gestalt 
eines solchen Körpers zu ermitteln. 

Es sei ein maximaler Üf-Körper 
um den Nullpimkt als Mittelpunkt 
gegeben. Seine Seitenflächen werden 
paarweise parallel und zueinander 
in bezug auf symmetrisch sein. 
Es sei Äff — (po, qf,, r^) ein Gitter- 
punkt auf der Begrenzung des Kör- 
pers, und zwar liege derselbe im 
Inneren einer Seitenfläche des Kör- 
pers; derartige Funkte muß ja nach 

MlakDWBkl, dioptaanl. AppioxInifttiDaan. 
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§ 4 jede Seitenfläche des Körpers aufweisen (Fig. 46). Dann liegt 
auch der Gitterpunkt Ä^ ^ (—Poy ~Qo> ""^o) ^^^ ^®^ Begrenzung des 
Körpers, und zwar im Inneren derjenigen Seitenfläche, welche zur 
erstgenannten bezüglich symmetrisch ist. Ist weiter Ä = (p, g, r) ein 
Gitterpunkt im loneren einer weiteren, von den zwei vorigen ver- 
schiedenen Seitenfläche des Körpers, so liegt der Punkt 

welcher die Strecke ÄÄq halbiert, notwendig im Inneren des Körpers, 
ist aber vom Nullpunkte verschieden; infolgedessen können die Ko- 
ordinaten von B nicht sämtlich ganze Zahlen sein, also nicht die 
Kongruenzen 

P=Po, a = ^o, r = Tq (mod. 2) 

sämtlich gleichzeitig bestehen. Fassen wir nun für jede einzelne Seiten- 
fläche einen der in ihrem Inneren gelegenen Gitterpunkte ins Auge 
und bilden wir die echten Reste der Koordinaten dieses Punktes 
modulo 2, so müssen die so erhaltenen Restetripel für irgend zwei 
Seitenflächen, die nicht speziell als Spiegelbilder in bezug auf den 
Nullpunkt zusammengehören, stets untereinander verschieden aus- 
fallen. Solcher Tripel gibt es aber überhaupt 2* = 8, indem jeder 
Rest nur die Werte 0, 1 annehmen kann; dabei wird das Tripel 
(0, 0, 0) jedenfalls nicht vorkommen, da die Begrenzung des Jf-Körpers 
keinen Gitterpunkt mit lauter geradzahligen Koordinaten enthält; so- 
mit leuchtet der folgende Satz ein: 

XII. Die Anzahl der Seitenflächen eines maxi- 
malen M- Körpers (und ebenso einer maximalen 
Stufe) kann höchstens 2 (2^ — 1) = 14 betragen. 

Solche maximale Jf- Polyeder kann man 
auch nach Methoden, die wir in der Folge 
kennen lernen werden, ermitteln. Es sind dies 
14-Flächner (resp. Ausartungen derselben), die 
aus Oktaedern durch Stutzung' der Ecken mit- 
tels entsprechend geführter ebener Schnitte ent- 
stehen (Fig. 47). 

Die hier abgeleiteten Sätze lassen sich auf 
Räume von beliebig vielen Dimensionen über- 
tragen. Es zeigt sich, daß im Räume von 
n Dimensionen die maximalen ilf -Körper Polyeder sind, deren Seiten- 
anzahl höchstens 2 (2** — 1) betragen kann. 




Pig. 47. 



§ 6. Die Anzahl der Gitterpnnkte anf einem üf- Körper. 

Wir fragen ferner nach der Anzahl der Gitterpunkte, die auf 
der Oberfläche eines ikf- Körpers liegen können. 
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Es sei um den Nullpunkt (Fig. 48) ein beliebiger Jf -Körper 
gegeben und A^ = (p^, q^, r^), Ä=- {p,q, r) seien irgend zwei ver- 
schiedene Gitterpunkte auf der Oberfläche 
desselben. Wir betrachten das von den 
Punkten 

0, A' = (-i>o; - ^o> - ^o)j ^ 
gebildete Dreieck. Der Schwerpunkt des- 
selben, 

-B= (i(i>-i>o); iÖ-«o); i(^-^o))? 
liegt unter allen Umständen im Inneren 
des gegebenen Jf- Körpers und ist jeden- Fig. 48. 

falls von verschieden; er ist daher sicher 

kein Gitterpunkt und mit Rücksicht darauf können die Zahlen p, q, r 
nicht alle zugleich den Zahlen p^y q^, r^ mod. 3 bzw. kongruent sein. 
Wenn wir also nun für jeden auf der Oberfläche des Jf-Körpers 
gelegenen Gitterpunkt die echten Reste seiner Koordinaten mod. 3 
ins Auge fassen, so können unter den so erhaltenen Restetripeln 
keine zwei gleichen vorkommen; da es aber überhaupt nur 3^ = 27 
solche Restetripel gibt und das Restetripel (0, 0, 0) hier jedenfalls 
ausgeschlossen erscheint, so folgt, daß 

Xni. die Oberfläche eines M-Körpers nickt mehr cUs 3® — 1 = 26 
GiUerpunMe enthalten kann. 

Es gibt auch in der Tat Jf- Körper mit 26 Gitterpunkten auf 
der Begrenzung; ein solcher Körper ist z. B. der durch die Un- 
gleichungen 

- 1 ^ a; ^ 1, 

definierte Würfel; die Koordinaten der auf dessen Oberfläche gelegenen 
Gitterpunkte ergeben sich durch Bildung sämtlicher Kombinationen 
aus je einem Werte jeder der drei Wertereihen 

^ = -1, 0, 4-1, 

t/==-l, 0, +1, 

^ = -1, 0, +1, 

mit Ausschluß der Kombination a? = 0, y = 0, ^ == 0. 

§ 7. Parallelepipede. 

Wir wollen nun die gewonnenen Sätze auf spezielle konvexe 
Körper, zunächst auf Parallelepipede, anwenden. 
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Es seien drei lineare Formen dreier Variabein Xj y, z mit be- 
liebigen reellen Koeffizienten und nicht verschwindender Determinante A 
gegeben: 



X, a; r 



r rr 

V^ V ^ V 



+ 0. (6) 



rj=^ iix + iiy + fi'z, A = 

t "= vx '^ vy -\- v'z, 

Wir betrachten als Eichkörper das von den sechs Ebenen 

S = l, S = -l, ri=l, n^-1, f=l, ?=-l (7) 

begrenzte Parallelepiped und wenden auf dasselbe das Theorem (3) 
(S. 61) an. Danach gilt, wenn J das Volumen des bezeichneten Eich- 
körpers in den Koordinaten x, y, z bedeutet, für das Volumen M^J 
des zugehörigen ikf -Körpers die Ungleichung: 

M^J^S, (8) 

Nun ist 

wobei das letztere dreifache Integral auf den Bereich 

-i^s^i, -i^^^i, -i^f^i 

zu erstrecken ist, also 



und dies ergibt, in (8) eingesetzt, für M die folgende Ungleichung: 

M£y\Ä\, (9) 

Da die Oberfläche des vorliegenden ikf -Körpers aus allen jenen 
Punkten (x, y, z) besteht, für welche 

max(|g|, \rj\, \t\) - M 

ist, und unter diesen Punkten der Bedeutung von M zufolge sich 
notwendig auch Gitterpunkte befinden müssen, sp folgt aus (9) weiter, 
daß es ganzzahlige Werte x, y, z geben muß, die nickt sämüich ver- 
schwinden und für welche 

maxdll, \fi\, m)£V\Ä\, 
also 

I^I^KÄj, \v\^Vm, UI^KäI (10) 

wird. Hiermit erscheint derselbe Satz IV (S. 9) bewiesen, welcher 
den Hauptgegenstand des ersten Kapitels bildete und dort durch rein 
arithmetische Betrachtungen abgeleitet wurde. Während aber dort 
die Frage nach den Grenzfällen, in denen das Minimum M der drei 



§ 7. Panllelepipede. 




Formen genau den Wert V\^\ ^% offen blieb, -werden wir jetzt diese 
Fn^ dnrch eine geometrische Überlegmig vollständig beantworten. 

Soll Jtf— y|A| sein, dann hat das Jf-Parallelepipe3 genau den 
Inhalt 8, ist also ein maximaler Jlf<K6rper. Daher moS dann eine 
jede Seitenfläche desselben, den Ergebnissen des § 4 gemäß, in ihrem 
Inneren wenigstens einen Gitter- 
punkt enthalten nnd genau aus den 
einzelnen, untereinander getrennten 
Deckungen ihrer selbst in bezug auf 
die sämtlichen in ihr enthaltenen 
Gitterpunkte bestehen. Da nun die 
Seitenflächen im vorliegenden Falle 
Parallelogramme sind, so werden 
auch ihre Deckungen, wie man leicht 

sieht, parallelogramiaatische Form haben; dabei wird eine jede dieser 
Deckungen notwendig mindestens einen der Eckpunkte der betreffen- 
den Seitenfläche mitnehmen (Fig. 49). 

Wir &Bsen nun irgend eine Seitenfläche 
ABCD des maximalen Jf-Parallelepipeds und 
einen darin enthaltenen Qitterpunkt P ins Auge 
und bilden die Deckung von ABCD in bezug 
anf P, welche etwa jedenfalls den Eckpunkt A 
mitnehmen möge. Um zu erkennen, wie sich 
ASCD weiter aus Deckungen aufbaut, werden 
wir zunächst zu unterscheiden haben, ob die 
erstgenannte Deckung nur die eine Ecke A 
oder noch eine andere oder alle vier Ecken der 
Seitenfläche mitnimmt [Fig. 50, A), B), T)]; 
nur diese drei Eventualitäten sind offenbar " 
möglich. 

Im Falle A) muß die Seitenfläche außer F 
noch wenigstens zwei weitere Gitterpnnkte ent- 
halten. Es sei Q derjenige von den letzteren, 
dessen zugehörige Deckung die Ecke D fort- 
nimmt; dann ist es klar, daß die Deckungen 
um Pnud Q aneinander stoßen müssen: denn sonst müßte ( 
Deckungen geben, welche gar keine Ecken von ASCD in sich 
enthalten, was ausgeschlossen ist. Sind nun die Seiten, mit denen 
die beiden genannten Deckungen, um P und nm Q, aneinander stoßen, 
von ungleicher Länge, so ist zu unterscheiden, ob die Deckung um Q 
nur die eine Ecke D oder auch noch die Ecke C fortnimmt; im 
^ersteren Falle muß es im Parallelogramm ABCD notwendig noch 
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zwei Deckungen geben, deren jede je eine der noch übrigen Ecken 
JB, C fortnimmt (Fig. 51a); im zweiten Falle dagegen ist nur noch 
eine, die Edke B enthaltende Deckung vorhanden (Fig. 51&). Fallen 
aber die beiden bezeichneten Seiten der Deckungen um P und Q auch 
der Länge nach zusammen, dann kann der noch freie Teil des 
Parallelogramms entweder in zwei weitere Deckungen zerfallen 
(Fig. 51c, d) oder selbst eine Deckung sein (Fig. 51 e). 

Im Falle B) gibt es nur zwei Möglichkeiten: entweder wird 
jeder der noch freien Eckpunkte D, C durch je eine besondere 
Deckung mitgenommen (Fig. 51f) oder gehören beide Eckpunkte 
einer einzigen Deckung an (Fig. 51g), 

Im Falle f) schließlich bildet das Parallelogramm selbst seine 
eigene Deckung (Fig. 51 ä). 



if 
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Hiermit wären alle möglichen Fälle erschöpft. Wir sehen zu- 
gleich, daß die Fälle a), c) wesentlich miteinander identisch sind und 
ä) bloß einen gemeinsamen örenzfall dieser beiden Fälle darstellt, 
ferner, daß auch 6), e), f) im Wesen einen und denselben Fall dar- 
stellen. Daher kommen hier bloß die folgenden vier wesentlich unter- 
einander verschiedenen Fälle in Betracht: a), 6), g)y Ä), und diese 
werden nun nacheinander zu untersuchen sein. 

Wir können dabei der Einfachheit halber A = ± 1, also üf = 1 
annehmen. 

Angenommen, es befinde sich unter den Seitenflächen des in 
Bede stehenden maximalen Jf-Parallelepipeds eine solche, etwa in der 
Ebene 5=1 g^lGgenC; welche dem Falle a) entspricht; ihre Seiten 
soUen in der Reihenfolge, wie sie von den Ebenen | = — 1, S = 1, 
7} = — 1, rj = 1 ausgeschnitten werden, ÄD, BC, AB, DC heißen 
und P, Q, JB, S seien die vier Gitterpunkte in den Deckungen dieser 
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Fig. 53. 



Seitenfläche, in der Reihenfolge, wie diese Deckungen die Ecken 
A, Dy B, C bzw. mitnehmen (Fig. 52). Sind dann c^, /S^, 1 die 
Koordinaten von P im |-, rj-, g-System, wobei offenbar — 1 < a^ < 0, 
— 1 < /3i < ist, so hat R die Koordi- ^ 
naten «^ + 1, /Sj, 1, denn es ist PR 
= ^ÄB und Pü II AB. Mit Rücksicht 
darauf, daß die Projektion von PQ auf >^> 
AD gleich ^AD ist, seien ferner cc^, \\; 
ßi+ 1, 1 die Koordinaten von Q, Sind >!^ 
nun etwa a", 6", c" die Koordinaten 
von P im ic-, y-, ;8f- System, a + a", 
ft + 6", c + c" jene von R in demselben 
System, so hat der Punkt (a, h, c), wel- 
cher ebenfalls ein Gitterpunkt ist und 
symbolisch mit R — P bezeichnet werden möge, im S-, ij-, ^[-System 
dem oben Gesagten gemäß die Koordinaten 1, 0, 0. Sonach gibt es 
im vorliegenden Falle ein System von ganzzahligen Werten der Va- 
riabein X, y, 0y und zwar a? = a, y = 6, ;2r == c, für welches 

1 = 1, r, = 0, § = (11) 

wird. In derselben Weise finden wir durch Betrachtung des Punktes 
Q — Pf daß ein anderes ganzzahliges Wertesystem derselben Variabein, 
etwa (a\ 6', c'), existiert, für welches 

1 = «', i? = l, £ = (12) 

wird, wobei cc^ — a^ = a gesetzt ist. Zu diesen zwei Wertesystemen 
von Ä?, y, IS, wollen wir noch das System (a", 6", c") hinzufügen und 
die aus dem letzteren hervorgehenden Werte von |, iy, £ nunmehr 
der Analogie halber mit 

1 = «", v-ß", e=l (13) 

bezeichnen. Dabei ist zu beachten, daß 

l^'Ki 



a 



a 



sind. 

Die Beziehungen, in welchen die drei den Punkten R — P, 
Q — P, P bzw. als Koordinaten entsprechenden Wertesysteme der 
Variabein x, y, z zu den zugehörigen Wertesystemen (11), (12), (13) 
der Formen |, iy, ^ stehen, lassen sich in der Matrizen-Relation 
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zusammenfassen und diese letztere ergibt^ da die links stehende 
Determinante =» 1 und die erstere der rechts stehenden = ± 1 ist: 



= ± 1. (14) 



Wenden wir nun auf das Zahlengitter in x^ y, z die Trans- 
formation 

x^aX + aY+a'Z, 

y^lX+VY +VZ, (15) 

z=^cX +cY + c''Z 

an, so entspricht vermöge derselben jedem ganzzahligen Wertesystem 
(X, Y, Z) ein ganzzahliges Wertesystem (x, y, z) und wegen (14) 
auch umgekehrt. Die Transformation (15) führt also das Zahlen- 
gitter der X, y, z genau in das Zahlengitter der X, Y, Z über; dabei 
erhalten die Punkte J2 — P, Q — P, P im neuen Gitter bzw. die 
Koordinaten 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 und mit Rücksicht darauf und 
auf (11), (12), (13) gehen die gegebenen Formen §, rj, g durch die 
besagte Transformation in die folgenden über: 

X + a'Y+a"Z, 

Y+fZ, (16) 

Z. 

Hiermit ist im vorliegenden Falle die Existenz einer unimodularen 
ganzzahligen Substitution nachgewiesen, welche das gegebene Formensystem 
(6) in ein spezielles Formensystem (16) überführt. Dabei ist die An- 
ordnung, in welcher die Formen (16) aus jenen |, rj, ^ entstehen, gleich- 
gültig; sie hängt bloß davon ab, in welcher der Seitenflächen des 
Parallelepipeds und bei welcher Reihenfolge ihrer Kanten der hier 
vorausgesetzte Fall a) sich darbietet. 

Nicht anders, wie im Falle a), liegen die Dinge in jedem der 
drei weiteren Fälle: b), g), h). 

Für den Fall b) bleibt die soeben durchgeführte Betrachtung 
ohne weiteres gültig, denn das Vorhandensein eines vierten Gitter- 
punktes S in der betreflfenden Seitenfläche, wodurch sich der Fall a) 
von jenem b) unterscheidet, war für die obige Betrachtung völlig 
belanglos. 

Nehmen wir weiter an, es würde für keine der Seitenflächen des 
Parallelepipeds der Fall a) noch der Fall 6) zutreffen, es gebe aber 
eine Seitenfläche AB CD, in welcher der Fall g) statthat, und diese 
liege etwa in der Ebene i? = 1, wobei die Seiten AB, DC bzw. von 
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den Ebenen | =» — 1, | = 1 ausgesclinitten werden mögen (Fig. 53). 

Die zwei in dieser Seitenfläche befindlichen Gitterpunkte P, Q haben 

dann |-, i^'? S-Koordinaten «', 1, 0; 

a' + 1, 1, O5 hieraus läßt sich un- j? 

mittelbar der Gitterpunkt ^ — P, (| == 1, 

1^ = 0, 5:=«0), ableiten; nehmen wir nun 

zu den Gitterpunkten Q ^ P, P noch 



Q^fa'*UO) 



einen dritten T hinzu, welcher inner- ^j^ 

halb der Seitenfläche s, • p^'j,o/ 

liege und g-, ly-, g-Koordinaten a", j3", yj* "^TTTTi 

1 habe, bezeichnen wir femer die x-^ ^— /^j^-v 

y-, ;8r-Koordinaten der drei Gitterpunkte j-^g 53 
Ö-P, P, Tbzw. mit 

a, 6, c; a', 6', c'; a", fe", c" 

und wenden auf das Formensystem (6) die Transformation an, die sich 
hier genau wie (15) schreibt, so zeigt es sich wiederum, wie in den 
Fällen a), &), daß dann das Formensystem (6) in das spezielle (16) 
übergeht. 

Nehmen wir schließlich an, daß sich keiner der Fälle a), &), g) 
auf den Seitenflächen des maximalen Jlf-Parallelepipeds vorfindet, also 
jede Seitenfiäche desselben gemäß ä) im Inneren bloß einen, Gitter- 
punkt, und zwar in der Mitte, enthält; dann haben die drei Gitter- 
punkte, welche innerhalb der in den Ebenen 

1 = 1, ^ = 1, g=i 

bzw. gelegenen Seitenfiächen sich befinden, bzw. folgende |-, ly-, %- 
Koordinaten: 

1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1, 

und die a;-, y-, ;8f- Koordinaten dieser Punkte liefern sonach wiederum 
eine unimodulare ganzzahlige Substitution, durch welche das gegebene 
Formensystem in das folgende übergeht: 

l = x, ,,= r, g = z, (17) 

also in den allereinfachsten Spezialfall des Formensystems (16). 

Wir sehen somit, daß in edlen vier Fällen eine unimodtdare ganz- 
zdhlige Substitution existierty welche die gegebenen Formen |, ly, g, abgesehen 
von der Beihenfolge, in spezielle Formen (16) überführt. Es gilt aber auch 
die Umkehrung hiervon: wenn die Formen |, ly, g, abgesehen von der 
Beihenfolge, durch eine unimodulare ganzzahlige Substitution in spezielle 
Formten (16) übergeführt werden können, so ist ihr Minimum für ganz- 
zahlige X, y, z notwendig = 1. Denn dieses Minimum ist dann jeden- 
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falls gleich jenem der transformierten Formen, diese letzteren aber 
können, wie erBichtlich, durch ganzzahlige Werte der Yariabeln nicht 
sämtlich absolut < 1 gemacht werden, es sei denn so, daß zunächst 
Z-^0, sodann Y=0, schließlieh X = angenommen wird; das 
letztere Wertesystem schließen wir aber von vornherein aus. 
Hiermit haben wir für alle Fälle bewiesen, daß 
XIV. das Minimum von drei linearen Formen |, ij, £ mit einer 
Determinante ± 1 dann imd nur dann genau = 1 wird, und also die 
diesen Formen entsprechenden Mj2-ParalMepipede dann und nur dann 
den Baum lückenlos erfüllen, wenn eine ganexahlige Substitution mit 
einer Determinante ± 1 existiert, welche die drei Formen, abgesehen von 
der Beihenfolge, in solche von «fer speziellen Gestalt (16) überführt. 

XIV. Im besonderen ist es dann immer möglich, zwei von den 
Formen durch ganszahlige Werte der Yariabeln — Q m machen, 
während die dritte ^ 1 wird. Solches tritt nämlich bei den oben 
gebrauchten BezeichDungen für x = a, y = l>, 2 =- c ein, indem hierfür 

x-1, r=o, z^o, 

und also 

£ = 1, ij = 0, t = (18) 

wird. 

Andererseits geht dabei durch die besagte Substitution stets 
mindestens eine der drei Formen (oben war es immer zumindest die 
Form 5) einfach in eine der drei neuen Variabehi X, Y, Z ober; 
da nun jede dieser letzteren sich durch die früheren Yariabeln x, y, z 
aus (15) linear homogen mit ganzeaUigen Koeffizienten ohne einen ge- 
meinsamen Teuer > 1 ausdriictt, so erkennen wir weiter als 

XIV". eine notwendige Bedingung für das Eintreten des Grenz- 
falles M = \ dies, daß wenigstens in einer der geg^fenen Formen die 
Ko^fisienten ganzzahlig und ohne gemeinsamen Teiler > 1 sind. 

Den beiden zuletzt herrorgehobenen Umständen kommt auch 
eine einfache geometrische Bedeu- 
tung zu. Wegen des ersteren Um- 
standea gibt es an einem maximalen 
JLf-Parallelepiped mindestens ein Paar 
Ton gegenüberliegenden Seitenfla- 
I chen, die im Innern bloß je einen 
j Gitterpunkt, in der Mitte, enthalten 
I (oben war von dieser Art die Seiten- 
fläche £ = 1 mit dem Punkte X°- 1, 
r = 0, Z=0); hieraus folgt, daß die 
maximalen M/2-Pardllelepipede sich 
im Baume in durchgehende Säulen 
ordnen, indem jedes von ihnen mit 
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einem Paar gegenüberliegender Seitenflächen in deren ganzer Aus- 
dehnung an zwei benachbarte Jlf/2-ParaUelepipede stößt (Fig. 54). 
Andererseits geht aus dem zweiten der besagten Umstände hervor, 
daß sich die Mß-Fa/rallelepipede in Schichten ordnen y die hier insbe- 
sondere von je zwei sukzessiven der Ebenen 

begrenzt werden (Fig. 54). 

§ 8. Elliptische Zylinder. 

Indem wir noch einige weitere konvexe Körper in Betracht ziehen, 
werden wir zu Sätzen gelangen, welche später auf die Theorie der 
algebraischen Zahlen Anwendung finden sollen. 

Es seien wiederum drei lineare Formen dreier Variabein mit 
nicht verschwindender Determinante A gegeben: 

7i=^lLX + iiiy + ii'zy (19) 

f = i/a? + vy + v'z. 

Diesesmal sollen aber die Koeffizienten von |, iy bzw. konjugiert-kom- 
plexe Größen sein, 



worin (>, q\ q\ 6, <?', 6" irgend welche reelle Werte sind; die dritte 
Form f dagegen habe reelle Koeffizienten. Die Determinante A ist 
dann eine rein imaginäre Größe, da sie bei der Vertauschung von i 
mit — i bloß das Vorzeichen ändert. Jede der Formen |, ri denken 
wir uns in ihren reellen und imaginären Bestandteil zerlegt: 

1 = ^, n-^-^, (20) 

worin 

tl; =^ 6X + Ö^y + ^'z 

ist. 

Wir nehmen als Eichkörper den Körper an, dessen Bereich durch 
die Ungleichungen 

11^1, hl^l, Ul^l, (22) 



oder, was dasselbe ist, durch die Ungleichungen 
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9>* + ^^^2, -l^t^l (23) 

definiert ist. Verfügen wir über das Koordinatensystem {x, y, z) in 
der Weise, daß das Koordinatensystem (9?, ^, f) sich als ein gewöhn- 
liches rechtwinkliges herausstellt, dann wird jener Eichkörper offenbar 
ein gerader Kreisjsylinder, welcher von der Mantelfläche 

und den Grundflächen 

begrenzt erscheint. (Sonst ist es ein allgemeiner elliptischer Zylinder.) 
Auf diesen Körper wenden wir nun das Theorem (3) an; danach 
gilt, wenn J das Volimien des Eichkörpers in den Koordinaten x, y, z 
bedeutet, fiir das Volimien M^J des zugehörigen Jf- Körpers die Un- 
gleichung: 

JfV^8; 

da aber das Gleichheitszeichen in (3) nur bei Polyedern statthaben 
kann, so gilt im vorliegenden Falle notwendig das Ungleichheitszeichen 
und wir haben also 

M<j=. (24) 

Nun ist 

wobei das letztere dreifache Integral das Volumen des Kreiszylinders 
(23) in den 9)-, ^-, f-Koordinaten ausdrückt, also den Wert 4;r hat. 
Ferner ist nach einem bekannten Satze über Funktionaldeterminanten 



d(x,y,z) d(x,y,z) d(£,Tj,J) 



da nun 
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Der Jf- Körper ist nun im vorliegenden Falle durch die Un- 
gleichungen 



oder auch 



© + m '■ 



M 



<1 



Sl^Jtf, U\-^M, \i\^M 



(26) 
(27) 



charakterisiert, und da seine Oberfläche notwendig Gitterpunkte ent- 
hält, so gibt es sonach ganzzahlige Werte Xj y, z, die nicht alle ver- 
schwinden und, in |, ly, f eingesetzt, die Ungleichungen 

\^\<W^\^ \n\<f^\, \t\<V^\ 

bewirken. Hiermit ist der folgende Satz gewonnen: 

XV. Sind drei lineare Formen dreier Variabein mit nicht ver- 
schwindender Determinante A gegeben, wobei eine der Formen redl ist 
und die beiden übrigen in ihren Koeffizienten Jconjttgiert -komplex sind, 
dann gibt es ganzzahlige Werte der Variahein, die nicht alle ver- 
schwinden und für welche jede der drei Formen dem Betrage nach 

<1/— |A| wird, 

§ 9. Oktaeder. 

Es seien, wie in § 7, drei lineare For- 
men 5, ri, f dreier Variabein x, y, z mit reellen 
Koeffizienten und nicht verschwindender De- 
terminante A gegeben. Wir fassen im ge- 
wöhnlichen rechtwinkligen Koordinatensystem 
der I, 71, f das Oktaeder ins Auge, welches 
die sechs Punkte 

(I. % f) = (± 1,0,0), (0, ± 1,0), (0, 0, ± 1) 

zu Eckpimkten hat (Fig. 55), dessen Bereich 
also, wie man leicht findet, durch die Un- 
gleichung 

gegeben ist. 

Für das Volumen eT" dieses Oktaeders in 
den X, y, jer- Koordinaten haben wir 

und in der Folge, da JJJdi, drj dt,, das Volumen desselben Körpers 
in den |-, ri-, g-Koordinaten, = 8 • ^ ist, 



mo 




Fig. 65. 
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j= 



8IA 



(28) 



Denken wir uns nun den besagten Körper zu einem homothetischen 
Jf-Körper dilatiert und wenden auf den letzteren die Formel (3) an, 
so ergibt sich für M mit ßücksicbt auf (28) die Ungleichung: 

M^YÖ\^. (29) 

Das Gleichheitszeichen wird hier nie statthaben können, da der Raum, 
wie wir zeigen werden, nicht vollständig von homologen Oktaedern 
erfüllt werden kann. Zum Beweise dieser letzteren Behauptung 
brauchen wir den folgenden Hilfssatz: 

XVI. Eine ebene Jconvexe Figur, welche sich aus einer endlichen 
Anzahl von la/uter Figuren mit MiUelpunJd zusammensetzt^ besitzt immer 
selbst einen Mittelpunkt, 

Für unsere Zwecke genügt es, diesen Satz bloß für Polygone zu 
beweisen. Es sei ein konvexes Polygon gegeben, welches irgendwie 
vollständig in eine endliche Anzahl von lauter Polygonen mit Mittel- 
punkt zerfällt (Fig. 56). Wir greifen von den Seiten desselben 

irgend eine, AB, heraus und 
denken uns dieselbe etwa hori- 
zontal, so zwar, daß die ganze 
Figur unterhalb AB zu liegen 
kommt. Nun suchen wir in 
jedem einzelnen der Teilpoly- 
gone, aus denen sich die ganze 
Figur zusammensetzt, jede exi- 
stierende horizontale Seite auf 
und bringen ihre Länge jedesmal 
mit dem Vorzeichen + oder — 
in Rechnung, je nachdem das betreffende Teilpolygon unterhalb oder 
oberhalb an sie angrenzt. Da die Teilpolygone lauter Figuren mit Mittel- 
punkt sind, erhalten wir dadurch für jedes einzelne xmd also auch für 
alle zusammen ein verschwindendes Aggregat von Strecken. In diesem 
Gesamtaggregat finden wir alle diejenigen horizontalen Strecken, 
welche Teilpolygone trennen und im Inneren der gegebenen Figur 
verlaufen, einerseits mit positiver, andererseits mit negativer Gesamt- 
länge vertreten, sodann die Strecke AB ihrer ganzen Länge nach 
positiv gerechnet, und müssen daher endlich, weil eine konvexe Figur 
nicht mehr als zwei horizontale Strecken auf der Begrenzxmg dar- 
bieten kann, notwendig die tiefstgelegenen Punkte des gegebenen Poly- 
gons sich zu einer horizontalen Seite B'A' desselben von gleicher Länge 
wie AB vereinigen. Hiermit ist zunächst erwiesen, daß die Begrenzung 
des Polygons aus Paaren von parallelen Seiten gleicher Länge besteht. 




Fig. 56. 
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Ein Polygon von diesem besonderen Charakter hat aber notwendig einen 
Mittelpunkt, und zwar ist dies im vorliegenden Falle der Schnitt- 
punkt der Geraden ÄÄ\ BB'] denn dieser letztere halbiert jede 
durch ihn gelegte Sehne des Polygons, was man leicht einsieht, wenn 
man die Begrenzung des Polygons von BÄ bzw. B'Ä' aus in gleichem 
ümlaufssinne fortsetzt. 

Der Satz XVI läßt sich auch auf den Baum übertragen, wo er, 
wie folgt, lautet: 

XVr. Wenn ein konvexer Körper sich aus einer endlichen Anzahl 
von lauter Körpern mit Mitidpunkt zusammensetzt ^ so hat er stets 
selbst einen Mittelpunkt 

Ist dabei der Körper ein Polyeder, so kann man durch eine der 
obigen analoge Betrachtung zeigen, daß dieses Polyeder von Paaren 
paralleler Seitenflächen gleichen Flächeninhalts begrenzt sein muß; der 
Nachweis aber, daß ein Polyeder von dieser letzteren Eigenschaft 
notwendig einen Mittelpunkt hat, gestaltet sich schwierig und er- 
fordert ein tieferes Eindringen in die Theorie der konvexen Körper 
(vgl. Göttinger Nachrichten, Math.-phys. Kl. 1897, pag. 216). 

Kehren wir nun zum vorliegenden Falle des Oktaeders zurück. 
Angenommen, es läge ein Jf- Oktaeder vom Maximalvolumen 8 vor; 
dann sollte jede Seitenfläche desselben wenigstens einen Gitterpunkt 
im Inneren enthalten und genau aus ihren Deckungen in bezug auf 
die sämtlichen in ihr befindlichen Gitterpunkte bestehen. Da nun 
die Deckung einer konvexen Figur notwendig eine konvexe Figur mit 
Mittelpunkt ist, so zerfiele hiemach jede Seitenfläche unseres maxi- 
malen Jf- Oktaeders, wie überhaupt eines jeden maximalen -M- Poly- 
eders, in eine endliche Anzahl konvexer Figuren mit Mittelpunkt, müßte 
also nach dem soeben für Polygone bewiesenen Hilfssatze XVI stets 
selbst einen Mittelpunkt haben. Letzteres trifft aber bei Oktaedern 
nicht zu; hiermit ist die Unmöglichkeit eines Jf- Oktaeders vom 
Volumen 8 und also der lückenlosen Erfüllung des Raumes durch 
homologe Oktaeder dargetan und es gilt daher in (29) notwendig 
das Ungleichheitszeichen: 

Aus dieser Ungleichung folgern wir durch eine schon wiederholt ange- 
wandte Überlegung den Satz: 

XVII. Sind ^y^iyt drei lineare reelle Formen dreier Varidbeln mit 
nicht verschwindender Determinante A, so gibt es stets ganzzahlige Werte 
der VaHabdn, die nicht sämtlich verschwinden und für welche 

\^\ + \rj\ + \t\<V^TÄ\ 
wird. 
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Wegen 

v\w\ ^ '^'+';'+'^' (30) 

folgt ans diesem Satze weiter insbesondere der nachstehende: 

XVir. Es gibt immer ganzeahlige Werte der Varicibdn, die nicht 
sämtlidi verschwinden und für weiche 

\^vi\<i\^\ 

wird. Dieser letztere Satz wird in der Theorie des kubischen Zahl- 
körpers eine wichtige Anwendung finden. 

Was die zwischen dem arithmetischen und dem geometrischen 
Mittel dreier nicht negativer Größen bestehende Ungleichung (30) 
betriJBFk, so bieten sich dafür hier folgende Beweise dar. 

Erstens: Wir betrachten den Ausdruck 

1 



( 



a^+h'+c^ y^ (31) 



worin r einen yariablen Parameter und a, i, c irgend welche nicht 
negative Eonstanten bedeuten ^ welch letztere wir zunächst als nicht 
sämtlich einander gleich voraussetzen wollen. Für r == 1 geht dieser 
Ausdruck in das arithmetische Mittel der drei Größen a, hy c über; 
dagegen haben wir für r = : 

Ixm (— 3— j = hm [ 3 ) = 

1 log (a 6 c) 

= lim ( 1 + Y log (ahcu == e = Yahc . 

Es läßt sich zeigen (vgl. Geom. d. Zahl. p. 118), daß der Ausdruck (31) 
stets gleichzeitig mit r wächst und abuimmt, und so folgt hieraus: 

3 >yabc. 

Ist aber a = b ^ c, so haben wir unmittelbar: 

a-\-h4-c 3/—T~ 

o 

Ein anderer Beweis ergibt sich bei sämtlich positiven a, h, c aus 
der Betrachtung der Fläche 

im positiven |-, iy-, g-Oktanten. Diese Fläche ist überall konvex und 
wendet ihre konvexe Seite beständig dem Nullpunkte zu; sie hat die 
drei Eoordinatenebenen zu asymptotischen Tangentialebenen. Wir denken 
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uns an diese Fläche im Punkte (yäbCy yabc, Yabc) die Tangential- 
ebene gelegt; dieselbe hat die Gleichung: 

^i^ + V + O^f^. (32) 

Ein beliebiger Punkt der Fläche liegt dann, wofern er nicht gerade 
mit dem Berührungspunkte selbst zusammenfällt, immer auf jener 
Seite der Tangentialebene (32), auf welcher sich der Nullpunkt nicht 
befindet; dies gilt insbesondere auch für den Punkt (a, b, c) und für 
diesen folgt daher aus (32) die Ungleichung: 

^"^a ^ \^abc, q. d. e. 



3 



§ 10. Doppelkegel. 

Es seien, wie in § 8, |, iy zwei konjugiert -komplexe und g eine 
reeUe lineare Form der drei Variabein x, y, z, wobei die Determinante 
A der Koeffizienten der drei Formen nicht verschwinden soll; ferner 
sei wiederum 

fc _ y + ^> qp — 1> 

^~ 1/2 ' ^ >/2 ^ 

worin 9?, ^ reell sind. Wir fassen die Gesamtheit jener reellen Werte- 
systeme {Xy y, z) ins Auge, für welche 

oder, was dasselbe ist, 



wird. Der Bereich der Wertesysteme (9, 1^, 0, welche der letzteren 
Ungleichung genügen, bildet, auf ein gewöhnliches rechtwinkliges 
Koordinatensystem (9, ^, g) bezogen, einen Doppel-Kreiskegel, dessen 
Spitzen auf der 5[- Achse in Abständen, 1 vom NuUpunkte liegen und 
dessen Basis von dem in der 9?-^- Ebene gelegenen Kreise 

gebildet wird. Das Volumen dieses Körpers in den 9?-, ^-, g-Koordinaten 
beträgt ä/3, also das Volumen in den x-y y-, ;2f-Koordinaten 

Mithin gilt für den zugehörigen J!f- Körper nach (3) die Ungleichung: 

ilf^2lj/?®, 

und zwar kann hier, da der Körper kein Polyeder ist, nur das Un- 
gleichheitszeichen statthaben. Wir erhalten somit den Satz: 

Minkowski, diophant. Approximationen. 6 
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XVm. Zu zwei Jconjiigiert -komplexen temären linearen Formen 
I, ri und einer dritten reellen Form g, wobei die Determinante A der drei 
Formen nicht verschwindet, lassen sich immer gammMigey nicht ins- 
gesamt verschwindende Werte der Variabdn angeben, für welche 

8 



wird. 

Gehen wir wiederum vom arithmetischen zum geometrischen 
Mittel über, so ist hiermit 

XVIir. unter den gegebenen Voramsetzungen au/ch die Existenz von 
ganzzahligen Werten x, y, z nachgewiesen^ die nicht sämüich verschwinden 
uful für welche 

wird, 

§ 11. Dichteste Lagerang kongruenter homologer KSrper. 

Während das Volumen M^J eines Jf-Parallelepipeds die obere 
Grenze 8 unter Umständen wirklich erreicht, gilt für die drei weiteren 
von uns behandelten Körper, und zwar für den Zylinder, das Oktaeder 
und den Doppelkegel, in der Ungleichung (3) notwendig nur das 
Ungleichheitszeichen. Wenn es nun für jeden einzelnen dieser drei 
Körper bei beliebig variierenden Koeffizienten A, A', • • •, v" in den 
Formen |, iy, g einen Maximalwert von M^J gibt, — was wir in der 
Tat zeigen werden, — so muß derselbe jedesmal unterhalb 8 liegen. 
Die Methoden zur Bestimmung dieses Maximalwertes wollen wir jetzt 
allgemein in Angriff nehmen. Dabei können wir, anstatt das Zahlen- 
gitter in x,yyZ festzuhalten und das Koordinatensystem der ^,rj,^ 
resp. der 9, ^, 5 und mit diesem zugleich den darin gegebenen M- 
Körper gemäß den Änderungen von X, X', • • , v" zu variieren, hier mit 
mehr Vorteil (vgl. Kap. II, § 14) umgekehrt das |-, rj-, g- resp. 9-, ^-, t' 
System und darin den Jkf- Körper festhalten, hingegen das Gitter in 
X, y, z entsprechend variieren. Dieses letztere Gitter wird dann also 
derart zu bestimmen sein, daß M^J dafür ein Maximum wird; da aber 

M^J^^^ r f fdl^dridt bzw. -- r^^ f f fd(pdtdt 

ist, wobei das Integral über den betreffenden Eichkörper zu erstrecken 
ist, und da ferner das Volumen des Eichkörpers in den |-, 1?-, t- bzw. 
in den 9>-,^-,g- Koordinaten während der Variationen, die wir vornehmen 
wollen, konstant bleibt, so fragt es sich hiernach lediglich um das 

Maximum yon ^. 



§ 11. Dichteste Lagerung kongruenter homologer Körper. 83 

Denken wir uns nun in den Gleichungen (6) bzw. (19) alle Größen 
Xj k\"'y v' mit einer willkürlichen positiven Eonstante % multipliziert. 
Dies wird geometrisch unter Festhalten dier S-, i?-, g- Koordinaten auf 
eine Dilatation des a?-, y-, -gf- Gitters im Verhältnis r:l hinauslaufen. 
Der in dem so gewonnenen neuen Gitter zum gegebenen Eichkörper 
gehörige Jf- Körper wird daher aus dem jlf- Körper des ursprünglichen 
Gitters ebenfalls durch eine Dilatation im Verhältnis r : 1 hervor- 
gehen und daher zum Parameter nicht mehr den früheren Wert Jf, 
sondern M^^ xM haben. Andererseits geht dabei gleichzeitig A ia 
A*= r^A über, so daß 



wird, also der Ausdruck yää > ^^^ ^^^ ®s uns allein ankommt, dabei 



A, 

seinen Wert nicht ändert. Mit Rücksicht darauf nehmen wir speziell 
r = II My also Jf*« 1 an und unsere Aufgabe läuft dann darauf 

hinaus, die Bedingungen und den Wert des Maximums von rr*], oder 

des Minimums von |A*j, zu suchen. Wenn wir noch der Einfachheit 
halber für die Größen rA, rA', • •, tv\ A* wieder bzw. die Bezeich- 
nungen A, l\ • • •, v\ A einführen und beachten, daß |A| mit dem 
in den S-, i^-, 5- l>zw. g?-, ^-, J;- Koordinaten berechneten Volumen des 
Parallelepipeds 

0^a;<l, 0^t/<l, 0^;Ef<l (33) 

identisch ist: 

Jffdldrjdt bzw. JJJdtpd^dt,-^ \A\fffdxdydz'^ |A|, 

so können wir nunmehr unsere Aufgabe folgendermaßen aussprechen, 
wobei wir uns für das Parallelepiped (33) hier, wie in der Folge, der 
Bezeichnung GrundparaUdepiped, scü. in deu Koordinaten a?, y, Zy be- 
dienen wollen: 

In einem festen Koordina:tensystem der ^^riyt, hzw, % tlf, ^ mit dem 
NuV/punkte ist ein konvexer Körper K mit Mittelpunkt in gegeben; 
es soll ein ZaMengitter in x^y^z mit dem Nullpunkte gefunden 
werden^ wdehes außer keinen weiteren Gitterpunkt in das Innere 
von K schickt und dabei ein GrundpardlMepiped von mögliaJist kleinem 
Volumen hat, also, kurz ausgedrückt, möglichst dicht ist. 

An diese Formulierung unserer Aufgabe (vgl. auch Kap. II, § 14) 
werden wir bei der Lösung derselben anzuknüpfen haben. 

Wenn wir uns den um den Nullpunkt als Mittelpunkt gegebenen 
Jbf -Körper im Verhältnis 1 : ^ zusammengezogen und dann von da 
aus parallel mit sich selbst zu jedem Gtitterpunkt als Mittelpunkt ver- 
schoben denken, so können wir dementsprechend unsere Aufgabe auch 
noch in der folgenden Variante aussprechen: 

6* 
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Unendlich vide gegebene Icongruente konvexe Körper mit Mittelpunkt 
sollen im Baume parallel orientiert und derart angeordnet sein, daß 
keine zwei dieser Korper ineinander eindringen, während die Mittd- 
pwnkte der Körper ein dreidimensionales Punktgitter bilden; wie ist die 
Anordnung dieser Körper einmrichten, damit der von denselben nicht 
erfüllte BoMm möglichst Mein ausfällt? 

Es wird also, kurz ausgedrückt, nach der dichtesten gitterförmigen 
Lagerung homologer kongruenter konvexer Körper mit Mittelpunkt ge- 
fragt; dabei sind unter homolog (seil, in bezug auf ein Zahlengitter) 
allgemein solche Gebilde zu verstehen, die durch Translationen um 
ganzzahlige Werte der Gitterkoordinaten auseinander hervorgehen. 

Es leuchtet vor allem ein, daß bei einer solchen dichtesten Lage- 
rung der Körper jeder derselben an gewisse andere anstoßen, also den 
Charakter eines Jtf/2- Körpers (einer „/S/w/e") haben wird. Wir wer- 
den nun zeigen, daß jeder der Körper dabei in einer ganz bestimmten 
Weise an eine gewisse Folge der übrigen Körper anstoßen muß. Zu 
diesem Zwecke werden wir aber vorerst unserer Aufgabe eine ana- 
lytische Formulierung geben müssen und hierzu ist vor allem eine 
analytische Definition des konvexen Körpers erforderlich. Der Ableitung 
dieser letzteren wollen wir uns jetzt zuwenden. 



Prfi,.^,.U 



§ 12. Analytischer Charakter der konvexen Körper. 

Wir denken uns im Räume ein festes Parallel-Koordinatensystem 
der I, % f und es sei darin ein beliebiger konvexer Körper K ge- 
geben, der keinen Mittel- 
^^""^ "^v^ punkt zu haben braucht, 

aber den Nullpunkt des 

Koordinatensystems im 
Inneren enthalte. Wir de- 
finieren eine Funktion 
qp (I, 1^, ?) in folgender 
Weise: Für die Punkte der 
Begrenzung von K soll 

9(1, 1,, = 1 (34) 

sein ; bedeutet dagegen 
P = (S, iy, f) einen Punkt 
in dem außerhalb oder 
innerhalb der Begrenzung 
von K befindlichen Räume, 
so können wir uns K zu einem dazu bezüglich homothetischen 
Körper derart dilatiert denken, daß die Begrenzung des neuenstandenen 




Ydi.yt^&z) 



Fig. 57. 
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Körpers durch P geht (Fig. 57), und ist ^ : 1 das hierzu erforderliche 
Dilatationsverhältnis (^ 1), so setzen wir für die Koordinaten von P: 

<p(lv,0 = t-, (35) 

für den Nullpunkt nehmen wir so insbesondere 

<p(0,0,0) = (36) 

an. 

Es gilt alsdann für nicht negatives t und beliebige |, ly, S stets 
die Beziehung: 

q,{tl,tri,n)-tq>{%,n,i); (37) 

die Funktion q)(i„ri,^ ist danach in ihren Variabein homogen von 
erster Ordnung. 

Den Wert 9 (§, iy, J) wollen wir als die StraMdistam des Punktes 
(I, 71, J;) vom Nullpunkte und K als den Eickkörper dieser Strahl- 
distanzen bezeichnen; der Bereich des Eichkörpers ist durch die Un- 
gleichung 

9(1, 'J,?)^! (38) 

definiert. 

Die Voraussetzung, daß der Eichkörper ein konvexer Körper sei, 

zieht eine weitere Eigentümlichkeit der Funktion 9? (|, % 5) nach sich. 

Es seien 

-Pi=(Si,^i,5i), -Pg^-ds^^^Ss) 

zwei beliebige vom Nullpunkte verschiedene Punkte mit den Strahl- 
distanzen t^ bzw. ^2 von (Fig. 57). Wir denken uns die Schnittpunkte 
der von nach P^ bzw. Pg gehenden Strahlen mit der Oberfläche 
des Eichkörpers, und zwar 

^'^\h' h^i;)> ^^^\t,' t, ' tj> 

als Massenpunkte, mit den Massen ^^ bzw. t^ behaftet; das System 
dieser zwei Massenpunkte hat dann den Punkt 



B 



^(k+k ^1+^« k+k\ 



zum Schwerpunkt und da dieser letztere jedenfalls in der Strecke 
Q^ Q2 liegt, diese Strecke aber, sobald der Eichkörper konvex ist, stets 
vollständig dem Bereiche desselben angehört, so folgt gemäß (38): 

„ /|i+Jt ni±3i ^i+?> \ ^ i 

oder wegen (37): 

und sonach, der Bedeutung von t^, t^ zufolge, 

^ (Si+ §2^ ^1+ %y ii+ ii) ^V{kj niy Si) + 9 (fe? %; ^2)- (39) 
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Diese Beziehung (39) muß also für beliebige Werte l^, rj^^ g^, Ig, %, Sa 
bestehen, damit der Körper (38) konvex sei und umgekehrt: besteht 
diese Beziehung für beliebige Sj, i^^, Jj, |,, rj^y gg? ^^ ^^^y ^^® ^*^ leicht 
rückschließend erkennt, der Körper (38) tatsächlich konvex. 

Die Funktionaiungleichung (39) ist somit für die konvexen Körper 
cha/rakterisiisch. Jede Funktion 9(^,12,^), welche stets, außer für die 
Argumente 0, 0, 0, positiv ist, die Gleichung (37) für edle Werte t^O er- 
füUt und dabei der Funktionalungleidmng (39) Genüge leistet, definiert, 
^ 1 gesetzt, einen konvexen Körper, und zwar einen solchen, der den 
Nullpunkt als inneren Punkt enthält. 

Sind P, Q zwei beliebige Punkte im Koordinatenraume und JB 
derjenige Punkt, für den der Vektor OB gleich dem Vektor FQ ist, 
so definieren wir die Strahldistanz FQ (von F nach Q) als mit der 
Strahldistanz OB (von nach iJ) identisch. Dies vorausgeschickt, 
stellt sich die Funktionalungleichung (39) als eine Forderung heraus, 
daß die Summe der Längen zweier Seiten im Dreieck nie kleiner sei, 
als die Länge der dritten Seite, wenn wir dabei statt gewöhnlicher 
Längen die hier definierten Strahldistanzen* in Betracht ziehen. Denn 
wird eben P = (Si, i?i, Si), iJ = (Sj, i^j, gg) und in der Folge Q=- 
(61+ S2» ^1+ %; 5i+ i%) angenommen, dann bedeutet die Ungleichung 
(39) für die Strahldistanzen OF, FQ = OR, OQ im Dreieck OFQ 
folgendes: 

OQ£OF + FQ. 

Soll noch ein konvexer Körper (38) einen Mittelpunkt im Null- 
punkt haben, so muß zu den zwei Bedingungsgleichungen (37), (39) 
für die Funktion (p (§, i], g) offenbar überdies 

v(-^,-V,-0 = 9i.i,V,t) (40) 

als dritte Bedingungsgleichung hinzukommen; und es gilt auch die 
Umkehrung hiervon. Im übrigen läßt sich diese dritte Gleichung mit 
jener (37) zu einer einzigen folgenden vereinigen: 

(p(t^,ty,tt)-='\t\ (p(i,ri,i), 

welche für beliebige reelle t,^,rj,^ zu gelten hat. 

Es ist noch zu bemerken, daß wenn mit dem Koordinatensystem 
der I, rj, g ein Zahlengitter in x, y, z durch Transformationsgleichungen 
(6) verbunden ist und durch diese letzteren die Funktion qp(g,iy,5) 
etwa in die Funktion F{x,y,z) übergeht, dann die für die Funktion 
9(5, 1?, S) eigentümlichen Beziehungen (37), (39), (40), welche zu- 
sammengenommen den Körper (38) als konvexen Körper mit Mittel- 
punkt charakterisieren, durch die genannten Transformationsgleichungen 
wiederum in ganz analoge Beziehungen für die Funktion F{x,y,z) 
übergehen, so daß hernach die Ungleichung 
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denselben konvexen Körper mit Mittelpunkt in demselben analytischen 
Sinne darstellt, wie die Ungleichung (38). 



§ 13. Relative Dichte zweier Gitter. 

Für die Behandlung der in § 11 gestellten Aufgabe werden wir 
femer Hilfsbetrachtungen über lineare Substitutionen mit ganzzahligen 
Koeffizienten brauchen, die wir an dieser Stelle, und zwar ebenfalls 
in geometrischem Gewände, ausführen wollen. 

Wir denken uns ein Zahlengitter in Xy y, z gegeben und greifen 
aus demselben irgend drei Gitterpunkte heraus, 

^ =^ {Pv Qv ^i). J5 = O2, ^2, r^), C = (Ps, ^8.^8); (41) 

die vom Nullpunkte verschieden seien und mit demselben nicht 
sämtlich in einer Ebene liegen sollen. Es ist dann 

Pl7 P^y P% 
Qu a^y Qs 



D- 



1? 



87 



3 



+ 0. 



(42) 



Wir bauen unter Zugrundelegung des Tetraeders OABC als Funda- 
mentaltetraeders ein neues Koordinatensystem der X, F, Z auf, welches 
mit dem gegebenen der Xy y, z durch die Transformationsgleichungen 

3/==giX + g,r+g3Z, (43) 

zusammenhängt; d.h. zu jedem Punkte S = {x,y,z) bestimmen wir 
X, r, Z so, daß der Vektor OS sich mit den Vektoren OAy OB, 
OC durch die Relation 

OS^X'OÄ+Y'OB + Z'OC 

verbunden erweist. Aus den Gleichungen (43) drücken sich dann 
X, F, Z durch x, y, z in Formen 

X^P^x+Q,y + R,z, 

Y^P,x+Q,y + R,z, (44) 

Z^P,x+Q,y + R,z 
aus, wobei 

^17 Qiy ^1 
P27 V27 ^ 
Psy Qzy -^ 

ist. 



1 
D 



(45) 



gg III. Zahlengitter in drei Dimensionen. 

Jeder Gitterpunkt in X, Y, Z wird nun zugleich ein Gitterpunkt 
in x^ y, sein; soll auch umgekehrt jeder Gitterpunkt in x, y, z ganze 
Zahlen zu X-, F-, Z- Koordinaten erhalten, so müssen insbesondere 
auch die drei Punkte 

(a;,y,^) = (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) 

ganzzahlige X-, F-, Z- Koordinaten aufweisen, und da diese letzteren 
Koordinaten mit den Koeffizienten Pi, ^i, • ••, i^s ^^ ^®^ Transforma- 
tionsgleichungen (44) bzw. identisch sind, so muß hiemach auch die 
Determinante (45) eine ganze Zahl sein; letzteres ist aber, da D selbst 

eine ganze Zahl + ist, nur so möglich, daß 

•i, . - - 

D = ±l 

ist. Hat umgekehrt diese letztere Bedingung statt, dann ergibt sich 
auch aus (43) für jedes ganzzahlige Wertesystem {x, y, z) ein gaüz- 
zahliges Wertesystem (X, Y, Z) und sind dann also die Gitter in 
Xy yj z und X, F, Z wirklich miteinander identisch. In diesem Falle 
kann also das Grundparallelepiped 6f in X, Y, Z, definiert durch 

0^X<1, 0^F<1, 0^Z<1, (46) 

zur Konstruktion des Zahlengitters in x, y, z ebensogut dienen, wie 
das Grundparallelepiped in x^y, z 

0^x<l, 0^y<\, 0^z<l, (47) 

und daher werde es ebenfalls als ein Grundpa/iralldepiped für das 
ZdhlengiUer in x^y^z bezeichnet, während jenes (47) speziell das 
Grundpa/ralldepiped in Xj y, z heiße. 

Es möge jetzt D einen beliebigen (seil, ganzzahligen, von Null 
verschiedenen) Wert 4= i 1 haben. In diesem Falle werden wir zu- 
nächst beweisen, daß \D\ mit der Anzahl derjenigen Gitterpunkte 
(x, y, z) zusammenfällt, welche dem Grandpa/ralldepiped G der X, F, Z 
angehören, (Im Falle D = ± 1 ist ja diese Tatsache evident und 
trivial.) In der Tat: Zunächst ist \D\ mit dem in den x-, y-, jgf-Koordi- 
n^ten berechneten Volumen des letztgenannten Parallelepipeds G 
identisch, denn für dieses Volumen ergibt sich: 

fffä.äyä. = \^%\.fffäXäYäZ^\B\. 

Nun denken wir uns im Gitter der a?, y, Zj welches als ein ge- 
wöhnliches rechtwinkliges angenommen werde, um den Nullpunkt 
als Mittelpunkt einen großen Würfel mit den Ecken (±Ö, ±Q, ±Ö) 
beschrieben, wobei Q eine ganze Zahl bedeute, über die noch verfügt 
werden soll; dann enthält dieser Würfel (2Q -|- 1)^ Gitterpunkte {x, y, z) 
und hat im Gitter der x,y,z das Volumen 8Q*. Wir betrachten 
weiter die in diesem Würfel gelegenen Gitterpunkte in X, Y, Z und 



§ 13. Relative Dichte zweier Gitter. 89 

denken uns einem jeden dieser Punkte ein Parallelepiped zugeordnet^ 
welches den betrefiPenden Punkt zum Mittelpunkte hat und dem Grund- 
parallelepiped G homolog (vgl. S. 84) ist. 

Es sei femer d eine solche ganze Zahl, daß für alle dem Grund- 
parallelepiped G angehörenden Punkte (x, y, z) stets 

\x\:^d, \y\:^d, \z\:^d 

bleibt; dann läßt sich G in einen Würfel mit Kanten bzw. parallel 
den X',y'j ^r- Achsen^ der Eantenlänge 2d und dem Mittelpunkt im 
Nullpunkte vollständig einschließen. Wir nehmen endlich noch Q > rf 
an. Alsdann wird der Körper, welcher von den vorhin konstruierten, 
zu 6r im X-, Y-,Z- Gitter homologen Parallelepipeden gebildet wird, 
ganz in dem Würfel mit den Ecken (±(Q+^, ±(Q+d), ±(Q+ci)) 
enthalten sein und mindestens ganz den Würfel mit den Ecken 
(±(Q— d), ±(Q — d), +(Q — d)) in sich enthalten; somit gilt für das 
Volumen V dieses Körpers die Ungleichung: 

8 {Q-df ^ F ^ 8 (Q+rf)'. (48) 

Dieser Körper vom Volumen V besteht, zufolge der Bedeutung 

von |2)|, aus genau F/ D| dem Grundparallelepiped G homologen 

Bereichen. Ist nun N die Anzahl der in G, also im Bereiche (46), 

gelegenen Gitterpunkte {x, y, z), so enthält danach der besagte Körper 

y 
insgesamt .-^ N Gitterpunkte {x, y, z) *) und diese letzteren sind 

einerseits sämtlich unter den (2Q + 2d + 1)* Gitterpunkten des Würfels 
mit den Ecken (±(Q+d), ±(Q+^; ±(Q+^) enthalten, andererseits 
begreifen sie alle diejenigen Gitterpunkte in sich, welche im Würfel 

mit den Ecken (±(Q— -d), ±(Q— (?), ±(0—^)^ iMid zwar in der An- 
zahl (2Q— 2rf+l)^, vorhanden sind. Es ist daher 

(2Q-2d+l)»^,-^JV^^(2Q + 2d+l)^ (49) 



Aus (48) und (49) folgt nunmehr durch Division: 

l 2(ß + (i) }^\B\ = \ 2(Q-d) / 



oder 









und da diese Beziehung für ein beliebig großes Q gilt, die beiden 

*) Dabei ist zu beachten, daß von der Begrenzung des in Bede stehenden 
Körpers vermöge seiner Definition nur gewisse Partien zum Bereiche des Körpers 
zu zählen sind. 
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äußeren Ausdrücke darin aber sich für unbegrenzt wachsendes Q der 
Grenze 1 nähern^ so muß notwendig 

N 



D 



= 1 



oder 

sein, was zu beweisen war. 

Den Quotienten 1/N= 1/|^| wollen wir als die relative Dichte 
des enthaltenen Zahlengitters der X, Y, Z zu dem enthaltenden Zahlen- 
gitter der Xj yj z bezeichnen. 

§ 14. Adaption eines Zahlengitters in beziig auf ein enthaltenes 

Gitter. 

Wir werden nun für den Fall, daß |D| > 1 ist, also beide Zahlen- 
gitter, das in x^y, z und jenes in X, Y, Z, miteinander nicht über- 
einstimmen, unter allen möglichen Grundparallelepipeden für das Gitter 
in X, y, z ein spezielles in eindeutiger Weise mit Rücksicht auf das 
Grundparallelepiped G in X, Y, Z heraussuchen. 

Wir wollen aber zuerst die analoge Aufgabe für zweidimensionale 
Gitter behandeln. 

Wir greifen da in einem zweidimensionalen Gitter der Xj y zwei 
vom Nullpunkte verschiedene und mit demselben nicht in einer 
Geraden liegende Gitterpunkte 

heraus, wobei also 

ist (Fig. 58). Wir ergänzen das Dreieck OÄB zu einem Parallelo- 
gramm OAEB mit AB als Diagonale und nehmen an, daß der 

Inhalt des letzteren \PxQ^i^ ^\P%\ 
> 1 ist; dann folgt aus einer Über- 
legung, welche der soeben für 
den Raum angestellten ganz ana- 
log ist, daß das genannte Paralle- 
logramm außer seinen Eckpunk- 
ten notwendig noch weitere Gitter- 
punkte enthalten muß. Um nun 
daraus ein anderes Parallelogramm 
abzuleiten, welches zu Eckpunkten 
ebenfalls Gitterpunkte haben, aber 
keine weiteren Gitterpunkte ent- 
Yig, 58. halten soll, fixieren wir zunächst 



+ 



(50) 




§ 14. Adaption eines Zahlengitters in bezug auf ein enthaltenes Gitter. 91 



auf der Strecke OÄ denjenigen von verschiedenen Gitterpunkt A, 
welcher am nächsten an liegt. (Möglicherweise kann auch A mit Ä 
identisch sein.) Durch fortgesetztes Abtragen der Strecke OA von 
aus auf der nach beiden Seiten verlängerten Geraden OA erhalten 
wir weitere Gitterpunkte auf der letzteren und in dieser Weise wer- 
den sämtliche auf dieser Geraden gelegenen Gitterpunkte hervorgehen; 
denn läge auf der Geraden zwischen irgend zwei benachbarten der so 
erhaltenen Gitterpunkte irgend ein sonstiger Gitterpunkt^ so würde sich 
aus ihm durch diejenige Translation des Koordinatensystems , welche 
jene zwei benachbarten Gitterpunkte bzw. in 0, A überführt, ein Gitter- 
punkt auf der Strecke zwischen und A ergeben, was der über A 
gemachten Voraussetzung widerspräche. 

Wir suchen nun unter den außerhalb OA noch in OAEB vor- 
handenen Gitterpunkten einen solchen B* aus, welcher möglichst nahe 
an OA liegt, und ziehen durch ihn eine Gerade parallel zu OA'^ diese 
wird dann in ganz analoger Weise, wie OA, mit äquidistanten Gitter- 
punkten behaftet sein, was wir erkennen, wenn wir das Gitter so 
parallel zu sieb verschieben, daß auf B* fällt. Es gehe bei dieser 
Verschiebung A etwa in E* (in der Figur nicht gezeichnet) über; 
femer sei B der der Strecke OB nächstliegende unter denjenigen 
Gitterpunkten, welche auf der Geraden B*E*, doch nicht im Inneren 
von OAEB liegen (eventuell fallt B auf OB selbst), und E sei her- 
nach der auf B in der Richtung von nach A (also nach dem Paral- 
lelogramm OAEB zu) unmittelbar folgende Gitterpunkt. Sodann 
ist OAEB ein Parallelogramm von der hier verlangten Art: dasselbe 
kann nämlich außer den Ecken, welche Gitterpunkte sind, keine weiteren 
Gitterpunkte enthalten, denn eine gegenteilige Annahme würde, wie 
leicht zu sehen, den über A und B gemachten Voraussetzungen wider- 
sprechen. 

Wir denken uns nun aus den Punkten 0, A, B ein neues Gitter 
in Koordinaten §, ly abgeleitet, indem wir^ darin für diese Punkte bzw. 
die Koordinaten 5^^ = 0,0; 1,0; 0,1 festsetzen; das Zahlengitter 
in I, ly stimmt dann mit jenem in x,y völlig überein, und sind a^, ft^ 
bzw. «2, &2 die x^ y-Koordinaten der Punkte A, B, dann sind beide 
Gitter durch die Transformationsgleichungen 

y-^hl + hn 

miteinander verbunden und es ist dabei 

Denken wir uns andererseits aus den zuerst betrachteten Gitterpunkten 
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0, A, B ein Zahlengitter in X, Y abgeleitet, indem wir darin für 
diese Punkte bzw. die Koordinaten X, F=0,0; 1,0; 0,1 annehmen, 
so hängt dieses Gitter mit jenem der S, ri mittels der Gleichungen 

i-^""*''^- '(52) 

zusammen, worin Z^, m^ bzw. ig, m^ die |-, iy- Koordinaten für ^bzw. B, 
also jedenfalls ganze Zahlen sind; dabei haben wir für den Punkt A 
offenbar l^ > 0, m^ = 0, ferner für den Punkt B, in welchem OB 
die Strecke BE trifft, | = IJm^ ^ und < 1, ly = 1, und hieraus 
erhellt weiter noch: ^ ig < m^- Der Zusammenhang zwischen den 
Variabein x, y einerseits und X, Y andererseits wird nun durch die 
Gleichungen 

x=p^X + p^Yy 

y = q^X + q^Y 
vermittelt und so haben wir mit Rücksicht auf (51), (52): 



wobei 



ist. 



Pl, 


P% 




«i> 


«2 




h, 


h 


Qi, 


9i 




h, 


h 




0, 


ntt 



0<ii, 0£l^<m 



2 



(53) 
(54) 



Den hier beschriebenen Prozeß zur Bestimmung eines Grund- 
parallelogramms OAEB für das Gitter in x^y aus dem Grundparallelo- 
gramm OAEB eines im erstgenannten enthaltenen Gitters der X, Y 
wollen wir als die Adaption des ersteren Gitters in bezug auf das 
darin enthaltene Gitter mit OAEB als Grundparallelogramm be- 
zeichnen. Das Ergebnis dieses Prozesses läßt sich auch, des geometri- 
schen Gewandes entkleidet, in dem folgenden Satze aussprechen: 

XIX. Jede ganzzalüige binäre lineare Substitution mit nicht ver- 
schwindender Determinante läßt sich aus zwei ebensoldien Substitutionen 
zusammensetzen , deren erstere eine Determinante ± 1 hat und deren 
letztere in der Hauptdia^onale lauter positive Koeffizienten, unterhalb 
derselben die Null, oberhalb eine nicht negative ZaM aufweist, wobei 
die letztgenannte Meiner ist als die darunter stehende ZaM der Haupt- 
diagonale. 

Eine ganz analoge Überlegung läßt sich nun auch für drei- 
dimensionale Gitter durchführen. 

Wir fassen, zu den in § 13 eingeführten Bezeichnungen zurück- 
kehrend, in dem durch (46) definierten Grundparallelepiped 6f mit 
OAf OB, OC als Kanten die Seitenebene OAB ins Auge, bestimmen 
in dieser Ebene die Gitterpunkte A, B und das Parallelogramm OAEB 
genau nach der soeben für den Fall eines zweidimensionalen Gitters 
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auseinandergesetzten Methode, stellen sodann in der genannten Ebene 
unter Zugrundelegung von OAEB als Grundparallelogramm ein Gitter 
mit den Koordinaten ^^ rj her, welches genau aus allen der besagten 
Ebene angehörigen Gitterpunkten (x, y^ z) bestehen wird, und teilen 
dasselbe nach einem Netz von solchen Parallelogrammen ab, die dem 
Parallelogramm OAEB homolog sind (Fig. 59); dabei rechnen wir das 
Parallelogramm OAEB, gemäß den Ungleichungen 0^5<1, 0^i^<l; 
mit Ausschluß der ganzen Seiten AE, BE und entsprechend auch 
jedes homologe Parallelogramm. Nun suchen wir im betrachteten 
ParaUelepiped, jetzt unter z 

Einschluß der nach (46) 
bisher ausgenommenen 
Grenzen, einen Gitter- 
pimkt in Xj y, z, etwa 
r*, auf, welcher außer- 
halb der Ebene OAB\mA. 
dabei mögHchst nahe an 
derselben liegt, und legen 
durch ihn eine Ebene pa- rig. 59. 

rallel zu OAB, Durch 

diejenige Parallelverschiebung der Ebene OAB in die durch f* gelegte 
Ebene, durch welche in T* übergeht, erhalten wir aus dem Netze in 
der Ebene OAB ein Netz von Parallelogrammen in der durch f* ge- 
legten Ebene, welches uns in seinen Ereuzungspunkten alle in dieser 
Ebene existierenden Gitterpunkte (a?, y, z) kenntlich macht. 

Unter den letztgenannten Parallelogrammen suchen wir nun das- 
jenige eindeutig bestimmte auf, welches den Schnittpunkt C der 
Ebene dieser Parallelogramme mit der Geraden 00 in sich, d. h. in 
seinen wie oben definierten Bereich aufnimmt. Es sei dann T die 
zu homologe Ecke in diesem Parallelogramm; und nun haben wir 
in dem ParaUelepiped mit den Kanten OA, OB, Of ein Grundparallel- 
epiped für das Gitter in x, y^ z: denn außer den Ecken, die Gitter- 
punkte sind, kann dasselbe keinen weiteren Gitterpunkt enthalten, da 
eine entgegengesetzte Annahme offenbar der Art, in welcher die 
Wahl der Punkte A, B, f getroffen wurde, widersprechen würde. 

Nun führen wir neue, dem Fundamentaltetraeder OABf ent- 
sprechende Koordinaten S, rj, f ein. Sind a^, 6^, c^; a^, 63, c^; «5, 63, c, 
bzw. die ir-, y-, ;8r- Koordinaten der drei Punkte A, B, f, dann drücken 
die Gleichungen 

x^a^^ + a^ri + a^iy 

y-hi^ + hri + b,i, (65) 

^ = Ci S + ^2 '^ + C3 ?, 
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wobei 



a 



a« 



a. 



1? "'2> "'S I 



ist, den Zusammenhang der Koordinaten S, »?, ^ mit jenen x^y, z aus. 
Mit den X-, Y-, Z- Koordinaten dagegen, welche durch das Fundamental- 
tetraeder OABG bestimmt waren, möge das Koordinatensystem |, ly, g 
durch die Gleichungen 

g= l^X+ l,Y+ l,Z, 

Tj = m^X + m^Y + m^Z, (56) 

£= n^XH- w^rn- W3Z 

verbunden sein, wobei ^i; %?•••?% notwendig ganze Zahlen sind. Da 
hier die Ebene ^ = mit der Ebene Z = identisch ist, haben wir 

Wj =0, Wg = 0; 
für jeden Punkt dieser Ebene gelten die Gleichungen 

g^ l,X+ l,Y, 

rj ^ m^X + m^Y 
und es ist dabei ganz analog, wie in (52): 

femer gilt für C wegen OC/OC= l/n^i 



1 = 



M. 



rj^ 



m^ 
^ 



t-h 



und info^edessen muß mit Rücksicht auf die Lage von C in dem 
oben besprochenen, zu OAEB homologen Parallelogramm 

^ ^ 's < **3? ^ mg < W3 
sein. Nun können wir die Substitution (43), welche den Zusammen- 
hang zwischen den Koordinaten x,y,z und X, F, Z ausdrückt, als 
aus den Substitutionen (55) und (56) zusammengesetzt auffassen und 
haben demnach: 

0, rn^, w*3 , (57) 

0, 0, W3 
worin also sämtliche Koeffizienten ganze Zahlen sind und dabei 

0<Zi; 0^Z2<%; 0^Z8<W3, 0^m3<W3 (58) 

ist. 

Analog, wie im Falle eines zweidimensionalen Gitters, wollen wir 

die Einführung der speziellen Gitterkoordinaten S? ^? 5 ^ das Gitter 



P\, Pit Ps 




ii, ii, % 




*"!> ^2> ^S 





tty, 


«2» 


«8 




h, 


6j, 


\ 


• 


Cl> 


^> 


O3 





§ 16. Dreifache Stufen. 
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in Xy ify z mit Rücksicht auf das darin enthaltene Gitter in X, Yy Z 
als die ÄdapUon des ersteren Gitters in bezug auf dieses darin ent- 
haltene Gitter bezeichnen. 

Und wieder läßt sich das Ergebnis unserer Betrachtung nach 
Abstreifung des geometrischen Gewandes im folgenden^ zu jenem XIX 
ganz analogen Satze aussprechen: 

XIX'. Jede gcmezoMige lineare temäre Suibstüu/tion mit nickt ver- 
schwindender Determinante läßt »ich aus zwei ebensolchen Substitutionen 
zusammensetzen y deren erstere eine Determinante ± 1 hat und deren 
letztere in der Hauptdia^onale lauter positive Koeffizienten y unterhalb 
derselben lauter Nullen^ oberhalb lauter nicht negative Zahlen aufweist y 
wobei jede der letztgenannten Meiner ist als die in der nämlichen Vertikal- 
reihe stehende Zahl der Hauptdiagonale, 



§ 15. Dreifache Stufen. 

Indem wir nun zum Problem der dichtesten gitterformigen Lage- 
rung von vorgegebenen kongruenten konvexen Körpern im Baume 
zurückkehren, werden wir 
zunächst beweisen, daß die 
dichteste Lagerung nur dann 
eintreten kann, wenn jeder 
einzelne der Körper, jede 
StufCy wie wir wieder sagen 
wollen, nicht bloß an eine, 
sondern an drei verschiedene 
Stufen anstößt, und zwar 
derart, daß ihr Mittelpunkt 
nicht mit den drei Mittel- 
punkten dieser anstoßenden 
Stufen zusammen in einer 
Ebene liegt. 

Um dies zu zeigen, 
denken wir uns im Gitter 
der Xy Ify z um den Null- 
punkt als Mittelpunkt 
einen Jf- Körper gegeben, dessen Begrenzung bloß ein Paar von Gitter- 
punkten, Äy Äy enthalte, und greifen von den außerhalb dieses Körpers 
befindlichen Gitterpunkten beliebige zwei, JB, C, die mit OA nicht in 
einer Ebene liegen, heraus. Wir adaptieren sodann das gegebene Gitter 
in bezug auf das darin enthaltene aus OABC als Fundamentaltetra- 
eder hervorgehende Gitter und gewinnen dadurch ein solches Funda- 
mentaltetraeder OABr für das gegebene Gitter (Fig. 60), wobei offen- 
bar A mit Ä zusammenfällt; und nun können wir das Zahlengitter der 




Fig. 60. 
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X, y, durch eine geeignete unimodulare Substitution derart transfor- 
mieren^ daß das neue Gitter das Parallelepiped mit den Kanten OA, 
OB, Or zum Gfrundparallelepiped erhält. Wir verringern sodann das 
Volumen dieses letzteren Parallelepipeds kontinuierlich, indem wir B auf 
OB und r auf Of gegen hin verschieben und dementsprechend das 
ganze Gitter so stetig verändern, daß es nie aufhört, ein parallelepipedi- 
sches System von Gitterpunkten zu bilden. Dies soll solange von 
statten gehen, bis neue Gitterpunkte in die Begrenzung des M- Körpers 
eingetreten sind, was nach dem Satze X (S. 60) äußerstenfalls in dem 
Augenblicke erfolgen muß, wo das Volumen des Grundparallelepipeds 
zu einem Achtel von jenem des üf- Körpers zusammengeschrumpft ist. 
Nunmehr befinden sich auf der Begrenzung des Jf- Körpers min- 
destens zwei mit nicht in einer Geraden liegende Gitterpunkte, die 
wir wiederum mit Ä, B bezeichnen wollen, während die dazu in be- 

zug auf bzw. symmetri- 
schen Punkte J.', JB' heißen 
»mögen. Liegen nicht mehr als 
diese vier Gitterpunkte auf der 
Oberfläche des Jlf-Körpers oder 
gibt es dort neben diesen bloß 
noch solche Gitterpunkte, die 
in der Ebene dieser vier lie- 
gen, so nehmen wir irgend 
einen außerhalb des Jf- Kör- 
pers und nicht in der Ebene 
OäB gelegenen Gitterpunkt hinzu und gewinnen aus dem Tetraeder 
OABC wieder durch den Prozeß der Adaption ein solches Fundamen- 
taltetraeder ABT für das gegebene Gitter (Fig. 61), wobei die Ebene 
OAB sich offenbar mit der Ebene OAB decken wird; hierauf verkleinern 
wir allmählich das Volumen von OABf, indem wir V auf OV gegen 
fortschreiten lassen unter gleichzeitiger entsprechender stetiger Variie- 
rung des Gitters, was wiederum so lange geschehen soll, bis neue Gitter- 
punkte auf die Begrenzung des Jf- Körpers fallen. Diese neu hinzu- 
tretenden Gitterpunkte werden sicher nicht in der Ebene OAB liegen; 
denn das zweidimensionale Gitter in dieser Ebene, welches mit den 
Gitterpunkten 0,AyB festliegt, hat sich bei der diesmal vorgenommenen 
Änderung des ganzen dreidimensionalen Gitters offenbar garnicht geändert. 
Jetzt leuchtet es ein, daß der gegebene Jf-Körper, wenn ihm 
eine dickteste Lagerung der zugehörigen homolog angeordneten ibf/2- 
Körper entsprechen soll, wenigstens drei Paar gegenüberliegender, 
nicht insgesamt in einer Ebene gelegener Gitterpunkte enthalten muß: 
denn sonst könnten wir eben durch eine entsprechende Änderung des 
Gitters das Volumen des Grundparallelepipeds dieses Gitters verkleinern. 




Flg. 61. 
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Jeder der ilf/2 -Körper stößt alsdann an mindestens drei solche Nach- 
barstufen^ mit deren Mittelpunkten sein eigener Mittelpunkt nicht 
zusammen in einer Ebene liegt. Stufen von diesem Verhalten wollen 
wir dreifdche Stufen nennen; die Untersuchung derselben ist nicht nur 
für die weitere Behandlung des Problems der dichtesten Lagerung 
homologer Körper^ sondern auch für gewisse Anwendungen auf die 
Theorie der algebraischen Zahlen von Bedeutung. 

§ 16. Gitteroktaeder. 

Auf der Begrenzung eines um als Mittelpunkt gegebenen M- 
Körpers mögen sich nun sechs Gitterpunkte befinden, angeordnet zu 
je zwei bezüglich symmetrischen Punkten, Ä, J.'; B, JB\ C, (7, und 
dabei nicht sämtlich in einer Ebene gelegen. Diese sechs Gitterpunkte 
bestimmen als Ecken ein Oktaeder, welches, da wir den -Sf-Körper 
als konvex voraussetzen, in demselben ganz 
enthalten sein wird, also, wie dieser, im 
Inneren außer dem Nullpunkte keinen wei- 
teren Gitterpunkt enthalten wird. Auf der 
Begrenzung aber kann dieses Oktaeder ne- 
ben den Ecken möglicherweise noch weitere 
Gitterpunkte aufweisen. Ist D ein solcher 
und liegt er z. B. auf der Seitenfläche 
ABC des Oktaeders, dabei etwa außer- 
halb der Kante AB, so erhalten wir in 
AÄBBDB\ wobei D' der zu B bezüg- 
lich symmetrische Punkt ist, ein Okta- 
eder, dessen Ecken ebenfalls Gitterpunkte 
auf der Begrenzung des Jlf- Körpers sind 
und dessen Volumen kleiner ist als das- rig. 62. 

jenige von AÄBBCC (Fig. 62). 

Wenn wir nun unter allen möglichen Oktaedern, die sich aus je 
drei Paaren diametral gegenüberliegender Gitterpimkte auf der Be- 
grenzung des Jf- Körpers bilden lassen und deren es gewiß nur eine 
endliche Anzahl gibt, ein solches wählen, welches ein möglichst kleines 
Volumen hat, so ist hiernach klar, daß die Begrenzung eines solchen Okta- 
eders außer den Ecken gewiß keine weiteren Gitterpunkte enthalten wird. 

Ein Oktaeder, welches den Nullpunkt zum Mittelpunkt und lauter 
Gitterpunkte zu Ecken hat, außer diesen aber keine weiteren Gitter- 
punkte enthält, woUen wir ein GiUeröktaeder nennen. Es gibt also 
immer wenigstens ein Gitteroktaeder, dessen Ecken auf der Begrenzung 
des betrachteten -M- Körpers liegen. 

Es sei nun AÄBBCC irgend ein Gitteroktaeder im Gitter der 

Minkowski, diophant. Approximationen. 7 
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Xj y, z. Indem wir zu OABC als Fondamentaltetraeder Koordinaten 
X, r, Z einfuhren, so daß in X, Y, Z 

^==(1,0,0), 5 =(0,1,0), C« (0,0,1) (59) 

wird, können wir den Bereich des besagten Gitteroktaeders durch die 
Ungleichung 

|X| + |r| + jz|^i (60) 

definieren. Wir wollen nun nachsehen, wie man von diesem Gitter- 
oktaeder resp. dem Gitter in XjY, Z ausgehend, das ganze Gitter in 
Xj yj z herstellen kann. Zu dem Behufe leiten wir aus dem Tetraeder 
OABC auf die in § 14 beschriebene Art ein Fundamentaltetraeder 
OABf för das Gitter in x^y^z her; dabei haben wir für die Punkte 
A, B direkt bzw. Äy B zu nehmen, denn das aus den letzteren her- 
Yorgehende Parallelogramm OAEB (Fig. 62) kann, da das Dreieck 
AEB hier im Gitter mit dem Dreieck SOÄ homolog ist, außer 
seinen Ecken keine weiteren Gitterpunkte aufweisen. Zu dem Funda- 
mentaltetraeder OABf mögen nun die Koordinaten S, i?, S gehören, 
wobei also das Gitter in 6?^?S iJ^it d^D^ Gitter in x^y^z überein- 
stimmt; , femer seien l^m^n die |-, ly-, g- Koordinaten des Punktes C, 
also nach § 14 gewisse ganze Zahlen, für die die Ungleichungen 

0£l<n, 0^m<n (61) 

bestehen; dann haben die Transformationsgleichungen, welche die 
Koordinatensysteme der 5, i?, 5 und der X, F, Z miteinander ver- 
binden, die Form: 

g = X + IZ, 

Yi^ Y + mZ, (62) 

S« nZ 

und ist sonach das Oktaeder AÄBBCC in den |-, iy-, 5" Koordinaten 
mit Rücksicht auf (60) durch die Ungleichung 






+ 



m . 



+ 



n 



£ 1 (63) 



gegeben. 

Es fragt sich noch, wie die Koeffizienten ?, m, n weiter be- 
schaffen sein müssen, damit AABBCC ein Gitteroktaeder sei, d. h. 
also die Ungleichung (63) außer den Lösungen 

(1,1?,?) = (0,0,0), (±1,0,0), (0,±1,0), (?,«»,«), (-l,-m,-n) (64) 

keine weiteren ganzzahligen Lösungen zulasse. 

Es werden hierbei mehrere Fälle zu unterscheiden sein. 

Ist zunächst n =- 1, so haben wir nach (61): Z = 0, m «= 0, also 
|=X, ri^Y, g-Z, und es ist offenbar AÄBBCC ein Gitteroktaeder. 

Ist w > 1 und eine ungerade Zahl, etwa == 2^ + 1 ^ 3, dann 
muß wegen (61) jedenfaUs 
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sein. Wir setzen in (63) für 5 d^n Wert 1 ein, ferner für 5 den 
Wert oder 1, je nachdem l^t oder ^ ^ + 1 ist, ähnlich filr rj den 
Wert oder 1, je nachdem m ^t oder ^ ^ + 1 ist; in jedem dieser 
Fälle wird alsdann 



l 



2t-{- 



1^ 



^2t+V 



V 



m 



2t + 



1^ 



^2t+V 



t 



2e + i 



2*+l 



nnd also die Ungleichung (63) erfüllt sein. Demnach hätten wir 
diesmal in unserem Oktaeder einen Gitterpunkt mit den Koordinaten 

5 = oder 1, ly = oder 1, 5=1, 

welcher mit keinem der Gitterpunkte (64) zusammenfällt, — also 
wäre ÄÄ'BJffCC kein Gitteroktaeder. 

Ist endlich n eine gerade Zahl, = 2^^ 2, so muß jedenfalls 

0^?^2^-l, 0^m^2^-l 

sein. Wir setzen nun in (63) 5=1? femer | = oder = 1, je nach- 
dem l^t oder > t ist, und ^ =« oder =» 1 , je nachdem m ^t oder 
> t ist. Dann wird in allen diesen Fällen, bloß mit Ausnahme des 
Falles ? «= m = ^, 



2t» 



+ 



m , 



+ 



i_ 



= 2t ^ 2t ^ 2t 



und also erhalten wir jedesmal in dem entsprechenden der Punkte 

|=.0,1, i? = 0,l, g=l 

einen im Oktaeder AA'BJBCG befindlichen, doch mit keinem der 
Punkte (64) identischen Gitterpunkt, woraus wiederum folgen würde, 
daß AA'BSCC kein Gitteroktaeder ist. In dem ausgenommenen 
Falle l^ m = t dagegen nimmt die Ungleichung (63) die Form 



5-45 



+ 



^- v5 



+ 



2t 



<.! 



an; alsdann liegt in $==»1, ^=="1? 1=^2 wieder eine ganzzahlige 
Lösung derselben vor und ist diese Lösung von den Lösungen (64) 
verschieden, es sei denn, daß ^ = 1, also ? = 1, w = 1, » =» 2 ist, in 
welch letzterem Falle die Lösungen (64) die einzigen ganzzahligen 
Lösungen der Ungleichung (63) sind. 

Wir gelangen somit zu dem Ergebnis, daß der Zusammenhang 
zwischen dem Gitter in |, 17, 5 ^"id dem zu dem Gitteroktaeder 
AÄBB^GC (d. h. zum Fundamentaltetraeder OABC) gehörigen 
Gitter in X, Y, Z notwendig entweder durch die Gleichungen 

6 = Z, ri=Y, t = Z, (65) 

oder durch die Gleichungen 
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S = X + -^, v-Y+Z, t^2Z (66) 

gegeben sein muß. Im ersteren Falle wollen wir das besagte Gritter- 
oktaeder als ein Giüeroktaeder erster Art, im anderen Falle als ein 
solches zweiter Art bezeichnen. 

Wir seben^ daß im Falle eines Gitteroktaeders erster Art das 
Gitter in X, F, Z mit dem Gitter in |, % i vollkommen übereinstimmt; 
ans den Eckpunkten A, B, C des Oktaeders in Verbindung mit dem 
Nullpunkte läßt sich dann in der üblichen Weise das yoUstandige 
ursprüngliche Gitter ableiten. Im Falle eines Gitteroktaeders zweiter 
Art aber liegen Gitterpunkte (|, ly, 5) nicht nur in den Gitterpunkten 
(X, Yf Z) vor, sondern, wegen 

außerdem noch in allen denjenigen Punkten, deren X-, F-, Z- Koordi- 
naten sämtlich ungerade Vielfache von ^ sind; alsdann gibt das zu 
dem Gitteroktaeder gehörige Gitter (X, Y, Z) nicht das ganze ursprüng- 
liche Gitter wieder, sondern man muß, um dieses ursprüngliche 
Gitter zu erhalten, zu dem Gitter in X, F, Z noch dasjenige Gitter 
hinzunehmen, welches aus diesem durch eine Translation hervorgeht, 
die den Nullpunkt in den Punkt (X, Y, Z) = (^, ^, ^), d. i. in den 
Mittelpunkt des Grundparallelepipeds in X, F, Z, überführt. 

Sind a?i,yi,^i; ^^yV^i^ii ^sfVsy^z die Koordinaten von drei mit 
dem Nullpunkte nicht in einer Ebene gelegenen Eckpunkten eines 
Gitteroktaeders, welches um den Nullpunkt des a?-, y-, jet- Gitters als 
Mittelpunkt gegeben ist, so besteht für den Betrag der Determinante 






y», 



X^ 



z 



1? 



Ä 



29 



von welchem vier Drittel offenbar das Volumen des Gitteroktaeders 
bedeuten, auf Gbnmd der oben erzielten Herleitung des X-, F-, Z-Gitters 
aus dem |-, ly-, 5* und dem a:-, y-, ;e?- Gitter (vgl. (65) bzw. (66)), der 
Wert 1 im Falle eines Gitteroktaeders erster Art, dagegen der Wert 

1, 0, 1 

0, 1, 1 =2 

0, 0, 2 

im Falle eines Gitteroktaeders zweiter Art, und überdies sind im 
letzteren Falle die drei Verbindungen 

sämtHch gerade Zahlen. Diese umstände werden uns in der Folge 
häufig als Kriterium zur Erkennung der Art eines Gitteroktaeders dienen. 
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Die zwei Arten von Gitteroktaedem werden bei der analytischen 
Behandlung des Problems der dichtesten Lagerung von homologen 
Körpern im Räume zu unterscheiden sein. Wir sind nun bereits in 
der Lage^ dieses Problem analytisch zu formulieren^ und dazu woUen 
wir jetzt übergehen. 

§ 17. Analytische Formnlienmg der Bedingungen für eine dichteste 
gitterfSrmige Lagerung kongruenter ESrper im Räume. 

Es seien, wie zu Beginn des § 16, A^Äy jB, 3\ C, C" die Ecken 
eines in einem gegebenen Jf- Körper K enthaltenen Gitteroktaeders. 
Wir führen zu OABC als Fundamentaltetraeder die Koordinaten 
Xy Yj Z ein, so daß in denselben 

X-=(1,0,0), B=.(0,1,0), C-=(0,0,1) 

wird, und beziehen auf diese Koordinaten den gegebenen Jtf- Körper; 
der Bereich des letzteren wird dann, nach der Bemerkung am Schlüsse 
von § 12, durch eine Ungleichung 

Fix, Y,Z)£1 (67) 

bestimmt sein, worin F(X,Y,Z) eine Funktion von X, Y, Z ist, 
welche den Funktionalgleichungen 

ir(o,0,0) = 0, F(tX,tY,tZ)^tF(XyY,Z) für ^>0, (68) 

F(-^ X, - r, - Z) - JP(X, r, Z) (69) 
und dazu der Funktionalungleichung 

FiX„Y„Z,) + FiX„Y„Z,) ^ F{X,+X„ Y,+Y„Z,+Z,) (70) 

genügt. Zugleich ist mit Rücksicht darauf, daß J., JB, C auf der Be- 
grenzung von K liegen, 

J^(1,0,0) = 1, J'(0,1,0) = 1, 2^(0,0,1) = !. (71) 

Der Umstand nun, daß im Inneren von K kein vom Nullpunkte ver- 
schiedener Gitterpunkt enthalten sein soll, erfordert fiir die Funktion 
F das Bestehen noch folgender weiterer Einschränkungen: falls das 
eingangs genannte Gitteroktaeder von erster Art ist, muß für jedes 
ganzzahlige, von (0,0,0) verschiedene Wertesystem (l,m,n) die Un- 
gleichung 

F{h w, w) ^ 1 (72) 

statthaben; im Falle eines Gitteroktaeders zweiter Art hingegen müssen 
zunächst wieder diese Ungleichungen (72) statthaben und muß außer- 
dem noch ftlr jedes 'beliebige ganzzahlige Wertesystem (Z, m, w) die 
Ungleichung 

i^(i+i,m + i,w + i)^l (73) 
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bestehen. Durch die drei Grleichungen (71) und die unendlich vielen 
Ungleichungen (72) resp. (72) und (73) wird die Forderung, daß der 
Körper (67) ein Jf- Körper sei, völlig erschöpft. 

Nun lassen sich die unendlich vielen Ungleichungen (72) resp. (72) 
und (73) mit JRücksiöht cmf das Bestehen der Gleichungen (71) auf 
eine endliche Anzahl gewisser unter ihnen zu/rückfOhren. 

Es reduzieren sich nämlich zunächst im Fall eines Gitteroktaeders 
erster Art die Ungleichungen (12) auf die folgenden: 

i^(±l, ±1,0)^1, i^(±lA±l)^l,. JP(0,±1, + 1)^1, (74) 

J^(±l,±l,±l)^l, (75) 

l^(±i, + l,±2)^l, i^(±l,±2,±l)^l, JP(±2,±1,±1)^1; (76) 

sind diese neben den Gleidiungen (71) erfüllt, dann gilt die Ungleichung 
(72) für jedes beliebige ganzzaJüige, von (0, 0, 0) verschiedene Werte- 
System (/, m, w). 

In der Tat: angenommen, es wäre trotz des Bestehens der Glei- 
chungen (71) und der Ungleichungen (74), (75), (76) für irgend einen 
Gitterpunkt 2), {X^l,Y ^ m, Z ^n), der von den in (71), (74), 
(75), (76) genannten und von dem Nullpunkte verschieden ist, 

F(Z,m,n)<l; (77) 

wir können dabei ohne wesentliche Beschränkung 

O^l^m^n 

annehmen und es ist dann jedenfalls w ^ 2 und (Z, m, n) von (1, 1, 2) 
verschieden. Wir betrachten nun das Oktaeder AA'BB'DD', wobei 
D' den zu D bezüglich symmetrischen Punkt bedeute; der Be- 
reich desselben ist (vgl. § 16) durch die Ungleichung 

Z 



n 



+ 



Y--Z 

n 



+ 



n 



£ 1 (78) 



gegeben. Durch dieselben Erwägungen, die oben an (63) angeknüpft 
wurden, jerkennen wir, nach den hier über Z, m, w gemachten Voraus- 
setzungen, daß die Ungleichung (78) stets durch wenigstens eines der 
Wertesysteme 

(X, Y, Z) = (0, 0, 1), (0, 1, 1), (1, 1, 1), (1, 1, 2) 

befriedigt wird; der durch dieses betreffende Wertesystem gegebene 
Gitterpunkt, etwa jE = (X^, Y^fZ^y liegt somit im Oktaeder AÄBBDB% 
und zwar jedenfalls außerhalb der Ebene AÄBB\ denn für diese ist 
stets Z==»0; da nun aber B,D' unserer Annahme (77) nach im 
Inneren des Körpers K liegen sollen, so würde hieraus offenkundig 
folgen, daß auch E im Inneren von K enthalten, also 

F(X^,Y^Z,)<1 
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ist; dies würde aber einer der als feststebead angenommenen Glei- 
cbungen resp. Ungleichungen (71), (74), (75), (76) widersprecben. 
Hieraus folgt die ünzulässigkeit unserer Annabme und also die Bicbtig- 
keit der auf S. 102 ausgesprochenen Bebauptung. 

Fast nocb einfacher liegen die Dinge^ wenn AÄ'BB'CC ein 
Gitteroktaeder zweiter Art vorstellt. Hier lassen sich die sämüichen 
Ungleichungen (72), (73) mit Bücksicht auf das Bestehen der Glei- 
chungen (71) auf die einzigen folgenden Ungleichungen zurücJcführen: 

F(±h±h±^)^h (79) 

odcTy was dasselbe ist: 

^(±1,±1,±1)^2. (80) 

In der Tat folgen aus den letztgenannten Ungleicbungen (80) 
zunäcbst die Ungleichungen (74), (75), (76); es folgt nämlich (75) 
von selbst, femer erhalten wir, auf Grund der allgemeinen Regel (70) 
und unter Berücksichtigung von (80) und (71), 

F(l, 1, 0) ^ F(l, 1, 1) - F(0, 0, 1) ^ 1 

und ähnlich die übrigen der Ungleichungen (74), sodann 

Fil,l,2)^F{l,l,l)-FiOA-l)^i 

und ähnlich die übrigen (76). Infolgedessen gehen aus (79) unter 
Berücksichtigung von (71), auf Grund der im ersteren Falle darge- 
legten Umstände, weiter die sämtlichen Ungleichungen (72) hervor. 
Was jetzt die Ungleichungen (73) betrifft, so nehmen wir an, 
es wäre für irgend ein Wertesystem von drei halben ungeraden Zahlen 

i(2? + l), i(2m + l), i(2w + l) 

trotz des Bestehens von (71) und (79): 

i^(? + i,w + i,n + i)<l; (81) 

wir können dabei ohne wesentliche Beschränkung 

annehmen, und es ist dann jedenfalls 

w + i^f. 

Ist nun D der Gitterpunkt mit X = ? + ^-, F~ w^ + i, Z =n + \ 
und D' der dazu bezüglich symmetrische Punkt, so wird das Okta- 
eder AÄBB'DD' durch die Ungleichung 



X--?i±A-Z + Y-l'^tlz 



2w + l 



+ 



2Z 



2n + 1 



<1 



2w + l 

definiert, und da diese letztere insbesondere durch das Wertesystem 
(X, Y, Z) =^{\y\y^) befriedigt wird, so würde hiemach der Gitter- 
punkt {^}\}^)^ B im besagten Oktaeder, und zwar jedenfalls nicht 
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in der Ebene AABB' liegen. Da nun andererseits D,D' unserer 
Annahme (81) gemäß im Inneren des Körpers K sich befinden sollen, 
so müßte danach auch E im Inneren von K liegen; dies würde aber 
einer der Ungleichungen (79) widersprechen. Hieraus folgt, daß 
tatsächlich auch alle Ungleichungen (73) eine Folge von (71) xmd 
(79) sind. — 

Die Aufgabe der dichtesten gitterförmigen Lagerung von Kör- 
pern, die dem Körper K kongruent und homolog im Räume ange- 
ordnet sind, stellt sich sonach analytisch folgendermaßen dar: 

Auf der Oberfläche des konvexen Körpers K mit MiiMjpunkt 
in 0, welcher in einem Koordinatensystem der ^fi^,t ^i^ als Nuür 
punkt dwrch eine Ungleichung 

gegeben ist, greifen wir drei Punkte^ 

hercmSj die mit dem Nullpunkte nicht in einer Ebene liegen, denken 
uns (ms denselben und aus ein Gitter in X, Y, Z abgeleitet,, welches 
also mit dem Systeme der i,ri,t, durch die TransformMionsgleichungen 

l^XX+k'Y + X''Z, 
rj = fiX + ^'Y+ yJ'Z, 
t^vX + vY+v''Z 
zusammenhängt, und setzen 

indem wir n/un entweder die Ungleichungen (74), (75), (76) oder die 
Ungleichungen (79) als erfüllt annehmen, haben wir im ersteren Falle 
den Betrag der Determinante 



// 



II, II, [i 

r n 

1/, V . V 



(82) 



im zweiten die Hälfte dieses Betrages zu bilden und diese Funktion 
des Gitters durch geeignete Wahl der Größen X, /ti, •••, v' zu einem 
Minimum zu machen. 

Hiermit ist zur Lösung unseres Problems für jeden speziellen 
gegebenen Körper K der Weg geebnet. Die weitere Behandlung des 
Problems wollen wir hier jedoch der Kürze wegen nur für den Spezial- 
fall einer Kugel, den einfachsten, den es diesbezüglich gibt, darlegen.*) 

*) Bezüglich der weiteren Behandlung des allgemeinen Problems, wie anch 
insbesondere der dichtesten Lagerang von Oktaedern, vgl.: Minkowski^ Dichteste 
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§ 18. Dichteste Lagerung Ton Kugeln. 

Auf der Oberfläche einer Kugel K mit dem Mittelpunkte 
greifen wir irgend drei Punkte AyB,C heraus, die mit nicht in 
einer Ebene liegen, und führen zu OABC als Pundamentaltetraeder 
Koordinaten X, F, Z ein; in denselben wird dann der Bereich von K 
durch eine Ungleichung 

F\X, Y,Z) « X«+ r*+ Z^+ 2a' YZ + 2VZX + 2c'XY^ 1 (83) 

gegeben sein. 

Es ist nun hier für die Kugel von vornherein der Fall aus- 
geschlossen, daß das Gitteroktaeder der Punkte AyByC und der dazu 
bezüglich symmetrischen Punkte ein solches von zweiter Art wäre, 



gitteiförmige Lagerung kongruenter Körper, Gröttingei NachricMen, Math.-phys. 
Kl. 1904, p. 811. 

Yon den in dieser Arbeit bewiesenen Sätzen sei hier nur der folgende an- 
geführt. 

Ein beliebig Torgegebenes Oktaeder 

m + \n\ + \i\^i 

kann auf acht Arten an einer dichtesten gitterförmigen Lagerung von Oktaedern 
teilnehmen. Jede der betreffenden Lagerungen ist von dem Ausgangs-Oktaeder 
her abzuleiten, indem man 

-6 + 7? + ^ S~t] + f, l + n-t. -i-n-i 

in irgend einer Folge gleich 

setzt und das Zahlengitter in X, T, Z als Ort der Mittelpunkte der homologen 

Oktaeder fixiert. a 

Die Fig. 63 läßt die gegenseitige Anordnung / \ 

der Oktaeder im Falle einer solchen dichtesten / A 

Lagerung erkennen; sie zeigt das halbe Netz, 4 / ^ / \ 

Seitenflächen, des Oktaeders, in einer Ebene neben- /^%' \ qX 

einander ausgebreitet, und gibt die Deckungen / — J- — \i'i\ 

mit Mittelpunkt an, welche die betreffenden Seiten- / \ / \ / \ 

flächen bzw. mit 7 anstoßenden Oktaedern gemein yAiSxX /,/% /\ \ 

haben. Das Volumen des von den Oktaedern be- / ^\f \^^ ^ ,/ ly^'^\ 

setzten Baumes verhält sich in diesen extremen yAv \ / 9 /\ / \ 

Fällen zum Volumen des ganzen unendlichen L \ ^ '^ \/ H*! — aZ — j 

Baumes wie 18:19, und das Verhältnis || ist Fig. 68. 

damit der Maximalwert, den JlfV/8 für Oktaeder 

als Eichkörper anzunehmen vermag. Die Ermittlung dieses Extremums gestattet 

es, in dem Theoreme XVII (S. 79) die obere Schranke f/6|A| auf |/6.f||A| 
herunterzudrücken, wobei jedoch die letztere Grenze in jenen extremen Fällen 
wirklich erreicht wird und daher gleichzeitig in der Fassung des Theorems das 
Zeichen < an die SteUe von '< gesetzt werden muß. 
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mit anderen Worten, daß die Ungleichungen (79) statthätten. Diese 
letzteren würden hier nämlich besagen: 

S±,a'±U'±2c' ^^^ (84) 

worin jedesmal die drei Vorzeichen so zu nehmen sind, daß ihr 
Produkt + 1 wird; nun können wir zwei dieser Vorzeichen beliebig 
wählen und also die drei Vorzeichen auch so einrichten, daß von den 
Ausdrücken ± 2 a', ± 26', ± 2 c', wenn sie nach nicht zunehmendem 
Betrage geordnet werden, die beiden ersten darunter negativ auf- 
treten; für diese Vorzeichenkombination wird dann der links stehende 
Ausdruck in (84) sicher ^ f , im Widerspruch mit einer der Un- 
gleichungen (84). 

Sonach ist hier das besagte Gitteroktaeder notwendig von der 
ersten Art und unsere Aufgabe besteht also darin, die Punkte Ä, JB, C 
so zu wählen, oder, was auf dasselbe hinauskommt, die Koeffizienten 
a', 6', c' in (83) so zu bestimmen, daß das Volumen des Tetraeders 
OABG ein Minimum wird, während die sämtlichen Ungleichungen 
(74), (75), (76) statthaben. 

Es zeigt sich zunächst, daß für den Fall des Minimums des be- 
sagten Volumens gewisse unter den Ungleichungen (74), (75), (76) not- 
wendig mit dem Gleichheüseeidien erfüllt sein müssen. In der Tat, 
so lange die in endlicher Anzahl vorhandenen Ungleichungen (74), 
(75), (76) gelten, bleiben überhaupt säuitliche unendlich vielen Un- 
gleichungen (72) in Kraft. Wenn also bei kontinuierlichen Verände- 
rungen der a, 6', c einmal das System der Ungleichungen (72) auf- 
hört, voll zu bestehen, so wird gleichzeitig wenigstens eine der Un- 
gleichungen (74), (75), (76) ihre Gültigkeit verlieren müssen. An- 
genommen nun, es gelte anfanglich in diesen letzteren Ungleichungen 
durchweg das Zeichen >; dann können wir, unter Festhalten der 
Punkte Äf B, den Punkt C längs einer Kurve auf der Oberfläche der 
Kugel K stetig an die Ebene OAB annähern, unter gleichzeitiger 
entsprechender Variation des Gitters in X, Yy Zy so daß es seinen 
Charakter als Gitter nie verliert; hierdurch bewirken wir eine kon- 
tinuierliche Abnahme des Volumens von OABC und wir können 
diesen Prozeß unter Erhaltung aller Ungleichungen (72) so lange 
weiterführen, bis einmal in einer der Ungleichungen (74), (75), (76) 
das Gleichheitszeichen statthat, d. h. der auf der linken Seite der be- 
treffenden Ungleichung vorkommende Gitterpunkt P auf die Begren- 
zung von K tritt. Dieser Abschluß des Prozesses muß sich ereignen, 
bevor noch das Volumen von OABG zu einem Achtel des Volumens 
von K zusammengeschrumpft ist. Dabei kann nun der Gitterpunkt P 
zu keiner der Ungleichungen (76) gehören, denn gesetzt, es wäre z. B. 
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2^(1,1,2) = !, 

dann würden die Punkte (—1,0,0), (0,-1,0), (1,1,2) mit den 
dazu bezüglich symmetrischen Punkten ein in K enthaltenes Qitter- 
oktaeder zweiter Art bilden, was ausgeschlossen ist. Es muß hier 
also jedenfalls in einer der Ungleichungen (74) oder (75) das Gleich- 
heitszeichen eintreten. 

Wir wollen nun zuerst den Fall ausschließen, daß jetzt oder bei 
den weiteren, von uns noch vorzunehmenden Variationen des Gitters 
irgend eine der Ungleichungen (75) mit dem Gleichheitszeichen er- 
füllt werde. Dann haben wir also den Punkt P, — der auch jeden- 
falls nicht in der Ebene Z=0 liegt, und zwar deshalb, weil das 
zweidimensionale Gitter in dieser Ebene durch die soeben vorge- 
nommene Variation des gesamten X-, F-, Z-Gitters nicht berührt wurde, 
— allein unter den Punkten (0, ±1,±1), (±1,0, ±1) zu suchen. 
Indem wir nun statt P auch den dazu bezüglich symmetrischen Punkt 
nehmen können, ferner eventuell die Bezeichnungen X und Y mit- 
einander vertauschen und auch Y durch — Y ersetzen können, dürfen 
wir für P den Punkt (0, — 1, 1) annehmen. Dann haben wir: 

JP»(0,-1,1) = 1; 
andererseits ist 

F^ (0,-1,1) = 2- 2a; 
hieraus folgt also: 

2a -1. 
Gleichzeitig erhalten wir: 

F^(0,l,l) = 2-f2a = 3, 

woraus wir erkennen, daß, wenn (0,-1, 1) auf der Oberfläche von 
K liegt, der Puiikt (0, 1 , 1) außerhalb derselben bleibt. 

Sind außer P und P'=- (0, 1, — 1) keine weiteren Gitterpunkte 
in die Oberfläche von K eingetreten, so bewegen wir behufs weiterer 
Verringerung des Volumens von OABC die Sehne PC, welche 
parallel und gleich mit OB ist, parallel mit sich derart, daß sie sich 
der Ebene OAB beständig nähert und dabei ihre beiden Endpunkte 
auf der Oberfläche der Kugel K verbleiben; gleichzeitig variieren wir 
in entsprechender Weise das ganze Gitter, und zwar so lange, bis in 
die Oberfläche von K weitere in (74), (75), (76) vorkommende Gitter- 
punkte eintreten (Fig. 64). Für diese letzteren kommen dann, — da 
die Gitterpunkte in (76), ebenso der Punkt (0, 1, 1) sich bereits als 
erledigt erwiesen haben und diejenigen in (75) von uns einstweilen 
ausgeschlossen wurden, — nur die Punkte (+ 1, 0, ± 1) in Betracht, 
und indem wir eventuell X durch — X uns ersetzt denken, können 
wir annehmen, daß jetzt die Punkte Q == (1, 0, — 1) und Q' = (— 1, 0, 1) 
in die Oberfläche der Kugel eingetreten sind. Dann ist also 



108 



m. Zahlengitter in drei Dimensionen. 



und daraus folgt: 



1^^1,0, -1)-1 



gleichzeitig haben wir: 

2^^(1,0, l) = 2 + 2&'=3, 

folglich bleibt dabei der Punkt (1, 0, 1) notwendig außerhalb der 
Kugel. 

Nunmehr liegen fünf Paare von Gitterpunkten auf der Oberfläche 
von K. Finden sich keine weiteren darauf, so können wir das 




Pig. 64. 

Volumen von OABC noch weiter verringern, in der Weise, daß wir 
die Ebene OAC und darauf die Punkte Ä,C,Q festhalten und nunmehr 
die zu OC parallele Sehne P'B sich dieser Ebene, während B und 
P' auf der Oberfläche von K verbleiben, unter gleichzeitiger entspre- 
chender Variation des gesamten Oitters so lange luLhem lassen, bis 
in die Oberfläche von K wiederum weitere Gitterpunkte aus (74) 
eintreten. Für diese letzteren kommen dann nur noch die Punkte 
(±1, ±1, 0) in Frage; da aber der Gitterpunkt (1,1,0) hierbei aus- 
geschlossen ist, weil er mit den Punkten P=(0, — 1? 1) und 
^' = (—1,0, 1) drei Ecken eines Gitteroktaeders zweiter Art bildet, 
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SO treten demnach jetzt notwendig die Gitterpunkte (—1,1,0) = 12, 
(1, — 1, 0) = JB' in die Oberfläche von K ein und es ist also 

F«(-1,1,0) = 1, 
folglich 

2c'=l. 

So sehen wir, daß bei der dichtesten Lagerung von Kugeln, 
und zwar in dem von uns zunächst betrachteten, durch das Bestehen 
der sämtlichen Ungleichungen (75) mit dem Ungleichheitszeichen ge- 
kennzeichneten Falle, in drei und nicht mehr Paaren von den Unglei- 
chungen (74) das Gleichheitszeichen statthaben muß, und wir können 
als die sechs Paare von Gitterpunkten, welche dann auf der Ober- 
fläche der Kugel um den Nullpunkt liegen, eben die Punkte 
^-(1,0,0), 5=(0,1,0), C-(0,0,1);P = (0,-1,1), Ö = (l,0,-1), 
i2 = (— 1,1,0) nebst den dazu bezüglich symmetrischen Punkten 
annehmen. 

Nebenbei bemerkt, kann das System 
der besagten sechs Paare von Gitterpunkten 
nach einem in § 12 erwähnten Prinzip 
durch ein Vektorentetraeder veranschaulicht 
werden (Fig. 65). 

Wir haben jetzt noch den Fall in Be- 
tracht zu ziehen, daß in die Oberfläche der 
Kugel £* irgend welche von den Gitterpunkten 
(± 1, ± 1, ± 1) eintreten. Es zeigt sich zu- 
nächst, daß nur ein Paar solcher Punkte auf 
die Begrenzung von K fallen können; denn 

befinden sich etwa die Punkte (1, 1, 1) = T, (— 1, - 1, - 1) - r 
daselbst, — was wegen der Möglichkeit, die Koordinatenachsen und 
die Richtungen auf denselben entsprechend zu vertauschen, keine be- 
schränkende Annahme bedeutet, — ist also 

JP» (1, 1, 1) = F^ (- 1, - 1, - 1) - 1, (85) 

SO müssen die anderen von den Gitterpunkten (± 1, ± 1? ± 1), die 
bzw. durch Verlängerung der Strecken TA, TB, TC, TA, TB, 
T' C über deren Endpunkte um sich selbst erreicht werden, not- 
wendig außerhalb K bleiben und daher alle von (85) verschiedenen 
unter den Ungleichungen (75) mit den Ungleichheitszeichen erfüllt 
sein. Weiter muß jeder der Punkte P, Q, B (und P, Q\ BT) außer- 
halb K bleiben, weil er mit T und bzw. Ä', B, C ein Gitteroktaeder 
zweiter Art bestimmt. 

Liegen nun außer J., B, C, T und den dazu bezüglich sym- 
metrischen Punkten keine weiteren Gitterpunkte auf der Oberfläche 
von JE, dann können wir durch genau dasselbe Verfahren, wie vorhin. 
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— indem wir zuerst CT gegen OÄB, und sodann nötigenfalls AT 
gegen OBC (bzw. BT gegen OAC) möglichst nahe heranrücken 
lassen, unter gleichzeitiger entsprechender Variation des Gitters, — 
bewirken, daß weiter zwei Paare von Gitterpunkten aus (74) in die 
Oberfläche von K eintreten; und zwar dürfen wir, da es hier auf 
eine Permutation von X, F, Z nicht ankommt, annehmen, es seien 
dies die Punkte (0, 1, 1), (0, - 1, - 1), (1, 1, 0), (~ 1, - 1, 0). 

Wir erhalten also wiederum sechs 
Paare von Gitterpunkten auf der Oberfläche 
der Kugel, und wir können uns das Sy- 
stem dieser Punkte wieder durch ein Vek- 
torentetraeder veranschaulichen (Fig. 66). 
Der Vergleich von Fig. 66 mit Fig. 65 zeigt 
nun unmittelbar, daß der vorhin behandelte 
Fall sich von dem jetzt behandelten nur 
unwesentlich unterscheidet; in der Tat ver- 
wandeln sich durch die unimodulare Sub- 
stitution 

X^Z% Y^T-Z\ Z^X'-Y' 

die sechs Gitterpunkte 

(X^Y^ZO- (1,1,1), (1,1,0), (1,0,0), (0,-1,0), (0,1,1), (0,0,-1) 
des zweiten Falles bzw. in die sechs Gitterpunkte 

(x,r,z) = (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (0,-1,1), (1,0,-1), (-1,1, o) 

des ersten Falles. 

Sonach kommt als dichteste gitterformige Lagerung gleicher 
Kugeln im Baume wesentlich nur eine ganz bestimmte Lagerung in 
Frage, und da jede andere Lagerung in diese, wie wir sahen, unter 
kontinuierlicher Abnahme des Volumens* des Grundparallelepipeds 
überzuführen ist, so muß diese schließlich allein übrig gebliebene 
Lagerung in der Tat die dichteste sein. 

Dieselbe stellt sich in der Weise dar, daß jede Kugel in den 
12 Ecken eines Kuboöktaeders"^) (Fig. 64) an benachbarte Kugeln an- 
stößt. Die Kugeln ordnen sich dann in Schichten an, in deren jeder 
durch Verbindung der Mittelpunkte je zweier anstoßender Kugeln sich 
ein ebenes Netz von kongruenten gleichseitigen Dreiecken heraus- 
stellt; die Schichten ruhen derart aufeinander, daß die iLtigeln 
einer jeden einzelnen Schichte in die Lücken der zwei benach- 
barten möglichst tief eindringen und daß überdies jede Schichte in 



*) Ein Körper, welcher in der aus Fig. 64 ersichtlichen Weise durch gegen- 
seitiges Durchdringen eines Würfels und eines regulären Oktaeders entsteht. 
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die zwei benachbarten durch 
zwei einander entgegenge- 
setzte Translationen übergeht 
(Fig. 67). 

XX. Aus dieser Tatsache 
ergibt sich auch alsbald der 
Wert des Verhältnisses, in 
welchem der von den möglichst 
dicht gitterformig gelagerten 
Kugeln eingenommene Baum 
dem Volumen nach zum ge- 
samten Baume steht. Dieses 
Verhältnis "berechnet sich (vgl. 

unten § 19) eu -w-- 

Die Ausführungen dieses Paragraphen haben Geltung nicht bloß 
für die dichteste gitterförmige Lagerung von KugelU; sondern — mit 
entsprechenden ganz unwesentlichen Modifikationen — auch für die 
dichteste gitterförmige Lagerung von hdidngen untereinander Icongruenten 
und homolog orientierten Ellipsoiden. Man braucht nämlich nur an 
Stelle der Kugel K ein allgemeines Ellipsoid als Eichkörper von Strahl- 
distanzen F zugrundezulegen und überzeugt sich leicht, daß dann 
die ganze Betrachtung hier fast wörtlich in Kraft; bleibt. 

XX'. So gilt dann ebenfalls die Tatsache, daß der von homologen 
Ellipsoiden in dichtester gitterförmiger Lagerung erfüllte Baum sich 

zum gesamten Baume dem Volumen nach wie ^^ : 1 verhalt 

Das Bild, welches dabei die Ellipsoide darstellen, geht aus dem- 
jenigen der möglichst dicht gelagerten Kugeln (Fig. 67) durch eine 
derartige affine Transformation des Eaumes hervor, welche eben die 
Kugel K in das gegebene Ellipsoid überführt. 



§ 19. Aritlimetisehe Folgerangen. 

Das gefundene Resultat wollen wir nun arithmetisch auslegen. 
Es sei eine positiv definite temäre quadratische Form 

fi^yVj^) - (^^^+ H^+ ^^*+ ^(^'y^ + ^Vzx + 2c'xy (86) 
mit der Determinante 



Z) = 



vorgelegt. Dabei sind a, ab — c'^ und D notwendig > und diese 



a, 


c, 


V 


c, 


&, 


a' 


V. 


a', 


c 
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Umstände charakterisieren auch f völlig als positive Form. Wir 
können eine solche Form immer^ ohne das reelle Zahlengebiet zu ver- 
lasseU; auf die Gestalt 



bringen; wir wollen hierfür, indem wir 

ya ya 



(87) 






yäy'i 

z 



setzen, kurz 

nx,y,z)^^'+ri'+t' 

schreiben und zugleich |, ly, 5 als gewöhnliche rechtwinklige Koordi- 
naten deuten und betrachten nun in den letzteren die durch die Un- 
gleichung 

V+ v'+ t'£ 1 

dargestellte Kugel mit Mittelpunkt im Nullpunkt. Das Volumen 
dieser Kugel beträgt in den |-, iy-, g-Koordinaten 4^/3, also in den mit 
diesen durch das Gleichungssystem (88) verbundenen x-, y-, ;2f-Koordinaten 

Die zugehörige Jtf^- Kugel in bezug auf das Gitter der x^y, z, mit der 
Ungleichung 

4:'7C M* 

hat sonach in den rc-, i/-, ät- Koordinaten das Volumen M^J= — :==rz 

wenn wir also auf dieselbe die Formel (3) anwenden und zugleich 
beachten, daß in dieser Formel im vorliegenden Falle nur das Un- 
gleichheitszeichen statthaben kann, so folgt: 

Da M^ zugleich den kleinsten Wert bedeutet, den f{x,y,z) für 
ganzzahlige, nicht insgesamt verschwindende Werte der Argumente 

— g-D eine obere Grenze für 
dieses ,ßlinimum'^ der Form f gefunden; doch ist diese Grenze nicht 
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präzis, es hat der Wert von y— bei beliebig variierenden solchen 
Koeffizienten a,b," •, c, wobei die Form f stets eine positive bleibt, ein 

Maximum, welches unterhalb y —r liegt. Nun gestatten uns die 
Resultate der im § 18 durchgeführten Untersuchung dieses Maximum 
von j-r^ zu bestimmen. Es ist nämlich yD^ wie aus den Gleichungen 

(88) erhellt, mit dem Volumen des Grundparallelepipeds fttr das rr-, 
y-, ^-Gitter, berechnet in den |-, i^-, ^-Koordinaten, identisch; wir fanden 
aber im vor^en Paragraphen, indem wir M = 1 annahmen, daß bei 
variierendem Gitter der x, y, z das Minimum des besagten Volumens 
insbesondere dann eintritt, wenn sich die Jf -Kugel in den o?-, y-, z- 
Koordinaten durch die Gleichung 

x^-\- y^-\- z^'\'yz -{■ zx -\- xy ^\ 

darstellt; das Minimum von D hierbei beträgt somit 

1, h \\ 

h h li 

imd es ist also das Maximum von j^:^ gleich y 2, folglich stets 

Hiermit ist der folgende Satz gewonnen: 

XXI. Jede positiv definite temäre quadraiische Form von der 
Dekrmincmte D (> 0) laß sich durch entsprechend gewählte ganzzahlige 
Werte der Variabein, die nicht sämtlich verschwinden, dem Werte nach 
^y2D milchen. Das Gleichheitszeichen ist dabei noch entbehrlich, außer 
wenn die Form arithmetisch äquivalent ist mit der Form 

V2D{x' + y^ + z' + yz + zx + xy). 

§ 20. Anwendungen auf die Äquivalenztheorie der ternären 

quadratischen Formen. 

Aus den in den beiden vorhergehenden Paragraphen gefundenen 
Tatsachen über die dichteste gitterformige Lagerung von EUipsoiden 
läßt sich in wenigen Zügen die ganze Theorie der arithmetischen 
Äquivalenz positiver ternärer quadratischer Formen ableiten, eine 
Theorie, die in ihren Hauptsätzen zuerst von Gauß*) und Seeber**) 

< 

*) Gauß, Gott, gel Anz. 1831 (wiederabgedrackt in Bd. II der ges. Werke). 
**) Seeber, üntersuchangen über die Eigenschaften der pos. tem. qu. 
Formen, Freiburg i. Br. 1891. 

Minkowski, diophant. Approziinationen. 8 
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gegeben, nachher namentlieh tob Dirichlet^) dnreh geometrische 
Lberl^angeD eüi&cher dargestellt, bisher jedoch immer noch auf 
ziemlich omstandliehen Wegen entwickelt wnrde. 

Hier wollen wir nnr den folgenden Satz ron Ganfi ans dieser 
Theorie beweisen:**; 

XXIL Zu emer hdidng geffebenen posiiic definiien iemärem qu€h 
drniMien Form 

f(Xy y, ^) — ax* + 6/ + cz* + 2ayz + 2h'zx + 2c xy 

mit der Däerminanie D (> 0) laß sich immer eine arithmeiisA äqui- 
videnle Form 

g (X, Y, Z) - ÄX^ + jBY* + CZ» + 2A'YZ + 2BZX + 2C'XY 

angeben, wobei 

ABC^2D 
ist. 

Znm Beweise dieses Satzes deuten wir die Yariabeln x, y, b der 
gegebenen Form f als Parallelkoordinaten im Kamne; dann stellt die 

Ungleichung 

f{x, y, z) ^ ^, (89) 

tmter t einen Parameter > verstanden, den Bereich eines Ellipsoids 
mit dem Mittelpunkt im Nullpunkt der Koordinaten vor. Wir denken 
uns zunächst t so klein genommen, daß das Ellipsoid (89) außer 
keinen Gitterpunkt in x, y, z enthält, und dilatieren sodann dieses 
Ellipsoid durch Vergrößerung des i so lange, bis etwa für i^ M^ 
zum erstenmal ein Gitterpunkt, Pi« («i, m^, wj, in die Begrenzung 
des Ellipsoids eintritt; hierauf dilatieren wir das neue Ellipsoid bis 
zu einem Parameterwert t^M^^M^j so daß dafür zum erstenmal 
ein Gitterpunkt Pj = (Zg, m,, Wg) außerhalb der durch und P^ ge- 
zogenen Geraden in die Begrenzung des Ellipsoids fällt; schließlich 
dilatieren wir das neu gewonnene Ellipsoid weiter bis zu einem 
Parameterwert i^M^'^M^^ so daß dafür zum erstenmal ein außer- 
halb der Ebene OV^V^ befindlicher Gitterpunkt Ps^ (^j? w*,, nj) in 
die Begrenzung des Ellipsoids eintritt. Hernach denken wir uns aus 

♦) Dirichlet, Grelles Joum. Bd. 40, p. 209 (auch Werke Bd. II, p. 27). 

**) Zur zahlengeometrischen Behandlung der vollständigen Theorie vgl.: 
Minkowski, Dichteste gitterförmige Lagerung kongruenter Körper, Gott. Nachr., 
Math.-phys. El. 1904, pag. 830. Dort finden sich auch Angaben über die ein- 
schlägige Literatur. — Das Problem der dichtesten gitterförmigen Lagerungen 
von Kugeln läßt sich anf Bäume von beliebig vielen Dimensionen übertragen 
und nimmt allgemein eine zentrale Stellung in der arithmetischen Theorie der 
positiven quadratischen Formen ein. Vgl. darüber Minkowski, Diskontinuitäts* 
bereich für arithmetische Äquivalenz, Joum. f. Math. Bd. 129^ p. 220. 



§ 20. Anwend. anf die Äquivalenztheorie d. temären qnadrat. Formen. 115 



OP^P^P^ als Fundamentaltetraeder ein Gitter in X, Y, Z abgeleitet^ 
welches also mit jenem der Xy y, z dnrch die Transformationsglei- 
chungen 

rp= l,X+ i,r+ l^Z, 

y = m^X + m^Y+ m^Zy 

z^ %X + n^FH- n^Z 
mit der Determinante 



n^y Wg, ng 



=^E 



zusammenhängt; diese Transformationsgleichungen fQhren zugleich die 
Form f{Xy y, z) in eine Form 

g{X, Y,Z)^ AX' + BY^ +C2P + 2ÄYZ + 2BZX + 2CXY (90) 

mit der Determinante D* = B?D über, wobei 

B = g(0, 1, 0) = f{l,, m,, n,) i-= Jlf,«, 
C = ^(0, 0, 1) » Z'O», w,, «,) = M,' 

ist, und dees6 letztere Form ist eine solche, deren Existenz in dem 
Satze XXn behauptet wird. 

Um dies darzutun, bringen wir g{X, Y, Z) zunächst (nach Ana- 
logie von (87)) auf die Gestalt: 

oder, wenn wir die IQammerausdrücke hier der Reihe nach kurz mit 
H, H, Z bezeichnen, 

g{X, Y,Z) = E' + H' + Z«, 

und betrachten nun im Koordinatensystem der x, y, z den durch die 
folgende Ungleichung gegebenen Bereich: 

A(X,r,Z)»J + ^' + |'^l, (92) 

indem wir uns hierin X, F, Z durch x, y, z ausgedrückt denken. 
Dieser Bereich stellt sich als ein Ellipsoid mit dem Mittelpunkte in 
und dem Funkte P^ auf der Begrenzung dar; dabei enthält er im 
Inneren außer keinen weiteren Gitterpunkt in x, y, Zy und zwar aus 
folgenden Gründen: erstens ist für jeden Gitterpunkt (a?, y, z)y der auf 

8* 
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der Geraden durch und Pj außerhalb liegt, also X ^ 0, T = 0, 

Z ^0 hat, offenbar 

A(X, Y,Z)^1] 

femer ist flir jeden Gitterpunkt (x, y, z), der außerhalb der genannten 
Geraden in der Ebene OP^P^ liegt, also Y^O, Z^O hat, 

g(X,Y,Z)^B 

und weil B^Ä, daher ebenfalls 

Ä(X, r,Z)^l; 

schließlich ist für jeden Gitterpunkt (x, y, e), der außerhalb der Ebene 
OP^P^ liegt, also Z ^ hat, 

g(X,Y,Z)^C 
und weil C^B^Ä ist, daher wiederum 

Ä(x,r,z)^L 

Mit Bücksicht darauf gilt für das in den ^-, y-, jsr- Koordinaten ge- 
messene Volumen J des Ellipsoids (92) nach dem Satze XX' über die 
dichteste Lagerung von EUipsoiden notwendig die Ungleichung: 

Nun ist 



^^ifffäZäHäZ, 



wobei das dreifache Integral über den Bereich (92) zu erstrecken ist, 

3 



also gleich -r-Y-^SG kommt; andererseits ist 



ä(x, y, z) 
d{x,y,e) d{X,T,Z) 



d(=H,Z) rf(=,H,Z) > 
d{X,Y,Z) 



d{x,y,z) 



-E, ^^^^eVD', 



hieraus folgt: 



^ = 1" K 7) 



und dies führt, in (93) eingesetzt, zur folgenden Ungleichung für die 
Koeffizienten Ä, B, C: 

ÄBC£2D, (94) 

wie eine solche in dem Satze XXTT verlangt wird. Weiter erkennen 
wir, wenn wir die Koeffizienten bei F* und Z* in (90) und (91) ver- 
gleichen, daß jedenfalls 
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sein muß^ und hieraus folgt: 

was sich mit (94) nur so vereinbaren läfit, daß die ganze Zahl E 
gleich ± 1 ist; letzteres ist aber damit gleichbedeutend^ daß die 
Form g{^, Yj Z) mit jener f{x, y, z) arithmetisch äquivalent ist, wo- 
durch für g (X, Yy Z) die zweite im Satze XXII postulierte Eigen- 
schaft hervorgeht und also nunmehr der Satz selbst vollständig be- 
wiesen erscheint. 

Wir können uns die zur Form f {Xy y, z) vermöge der Transfor- 
mation (88) in § 19 gehörenden Variabein |, iy, g als gewöhnliche 
rechtwinklige Koordinaten im Baume denken, wobei wegen der Kon- 
stauten in dieser Transformation das GhrundparaUelepiped in x,y,_z^ 

ein völlig allgemeines Parallelepiped bildet. Alsdann aber stellen y D 

das Volumen dieses Parallelepipeds und ]/5, Y^y V^ ^^ö Längen von 
OP^y OP^y OP^ im gewöhnlichen Sinne vor und wir können danach 
dem Theoreme XXTT die folgende geometrische Einkleidimg geben: 
XXn'. Ein beliebiges paraüdepipedisches Zahlengitter im Baume 
läßt sich stets nach einem solchen Grundparällelepiped anordnen, in 
welchem das Produkt aus den Längen der drei Kanten nicht größer ist 
als das 1/2 -fache des Volumem des Grundparalldepipeds, 



Viertes Kapitel. 

Zur Theorie der algebraischen Zahlen. 

Wenn auch die in den vorausgehenden Kapitehi angestellten 
Untersuchungen ein selbständiges Interesse beanspruchen dürfen ^ so 
wird ihr Wert jedenfalls durch den Umstand erhöht^ daß die dabei 
gewonnenen Sätze eine Reihe von Anwendungen auf die Theorie der 
algebraischen Zahlen^ der quadratischen Formen^ der periodischen Funk- 
tionen gestatten. Einige von den Anwendungen auf die Theorie der 
quadratischen Formen haben wir bereits im Zusammenhang mit den all- 
gemeinen Untersuchungen kennen gelernt; hier im folgenden sollen nun 
speziell die Anwendungen auf die Theorie der algebraischen Zahlen 
zur Darstellung gelangen. Es werden sich dabei mehrere Sätze er- 
geben^ die bisher überhaupt nicht anders^ als mit den Hilfsmitteln der 
Geometrie der Zahlen, bewiesen worden sind. 

Der größeren Anschaulichkeit wegen wollen wir uns dabei meist 
auf die Betrachtung der kubischen Zahlkörper beschränken; doch lassen 
sich die Überlegungen, die wir anstellen werden, und die Sätze, zu 
denen wir gelangen werden, durchweg auf Zahlkörper beliebig hohen 
Grades tibertragen. Vorerst aber müssen wir den Begriff des alge- 
braischen Zahlkörpers selbst in allgemeine}' Weise einführen. Neben 
den ganz elementaren Tatsachen der Algebra werden wir dabei nur 
den Fundamentalsatz der Algebra über die Existenz von n Wurzeln 
einer algebraischen Gleichung nten Grrades und andererseits den Haupt- 
satz über die symmetrischen Funktionen von n Größen voraussetzen; 
den letzteren Satz brauchen wir hier in der Fassung, daß jede ganze 
symmetrische Funktion von n Größen mit lauter ganzzahligen Koeffi- 
zienten sich aus den n elementarsymmetrischen Funktionen dieser Größen 
durch Additionen, Subtraktionen, Multiplikationen aufbauen läßt. 

§ 1. Begriff der ganzen Zahl. 

Jede Zahl, welche Wurzel einer algebraischen Gleichung mit 
rationalen Koeffizienten ist, heißt eine algebraische Zahl, Die Koeffi- 
zienten der Gleichung können wir dabei immer als ganzzahlig voi*aus- 
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setzen. Eine algebraische Zahl, welche irgend einer Gleichung mit 
ganzzahligen Koeffizienten und dem höchsten Koeffizienten 1 genügt, 
wird eine ganze algebraische Zahl genannt. 

XXIII. Eine ratimiale Zahl, welche algebraisch ganz ist, ist stets 
eine ganze rationale ZaM, Denn genügt eine Zahl r/s, wobei r, s 
rationale ganze Zahlen und teilei-fremd sind und s positiv ist, für x 
gesetzt einer Gleichung 

af + a^oif'^ -f- a^af"^ + • • • + a, = 0, 

mit ganzen rationalen Koeffizienten a^, a^, . . ., a,, so folgt daraus: 



8 



=» — a^r^"^— a^r^'^s — • — öt,«*"^; 



demnach ist r^/s eine ganze rationale Zahl. Sind nun p, q zwei ganze 
rationale Zahlen, die der Gleichung ps — qr ^ 1 genügen (s. Kap. I, 
§ 3), so folgt aus (ps — - ly = (qry durch Division mit s, daß I/5 
eine ganze Zahl^ mithin notwendig s ^ 1 ist. 

Ganze algebraische Zahlen werden wir in der Folge auch schlecht- 
hin ganze Zahlen nennen. 

XXIV. Summe, Differenz und Produkt zweier ganzer Zahlen sind 
ebenfalls ganze Zahlen. Denn es seien a^, «g, . . ., a^, bzw. ß^, ß^, - - -y ßn 
sämtliche Wurzeln von solchen zwei Gleichungen mit ganzzahligen 
Koeffizienten und dem höchsten Koeffizienten 1^ denen die zwei 
vorgegebenen ganzen Zahlen a^, ß^ bzw. genügen. Dann sind die 
Koeffizienten der nach Potenzen von y entwickelten Gleichung 

l,m l,n 

h k 



symmetrisch einerseits in den a^, andererseits in den /S^, folglich — 
wie eine zweimalige Anwendung des Hauptsatzes über symmetrische 
Funktionen ergibt — ganze rationale Zahlen; dabei ist der höchste 
Koeffizient der Gleichung = 1; daraus, folgt, daß jede Wurzel dieser 
Gleichung, insbesondere also auch cc^ + ßi, eine ganze Zahl ist. Ent- 
sprechend beweist man den Satz für die Differenz und für das Pro- 
dukt zweier ganzer Zahlen. 

XXV. Von jeder algebraischen Zahl ist stets ein geunsses Multi- 
plum (in gewöhnlichem Sinne) eine ganze algebraische Zahl. Denn ge- 
nügt die Zahl a für x gesetzt der Gleichung 

a^af + a^o(^~^ -\- - — |- a, = 

mit ganzen rationalen a^, a^, . . ., a„ so ist a^a eine Wurzel y der 
Gleichung 
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welch letztere aus der vorigen Gleichung durch Multiplikation mit 
tto'"^ und Substitution von y für a^x hervorgeht; folglich ist a^a 
eine ganze algebraische Zahl 

Es zerfalle eine ganze rationale Funktion F{x)y welche zu Koeffi- 
zienten lauter ganze rationale Zahlen habe und dementsprechend 
kurz eine ganze ganssmhlige Funktion heiße und welche überdies 1 
zum höchsten Koeffizienten haben soll, in zwei ganze rationale Funk- 
tionen von X mit rationalen Koeffizienten, kurz : in zwei ganze rational' 
zahlige Faktoren: 

Fix)^f(x)g(x), 

wobei wir annehmen können, daß die höchsten Koeffizienten in f(x) 
und in g{x) gleich 1 sind. Da die sämtlichen Nullstellen von F(x) 
(d. h. die Wurzeln von F(x) = 0) ganze Zahlen sind, so sind es auch 
alle Koeffizienten in f{x) und in g(x)j indem dieselben sich jeweils 
aus gewissen unter den Nullstellen von F{x) durch lauter Additionen 
und Multiplikationen zusammensetzen; da nun diese selben Koeffi- 
zienten zugleich rationale Zahlen sein sollen, so sind sie hiemach 
(vermöge XXIII) ganze rationale Zahlen. 

XXVI. Wenn also eine ganze ganzzahlige Funktion mit dem 
höchsten Koeffizienten 1 in ein Produkt von ganzen rationalzaMigen 
Funktionen zerfallt, so müssen sich die Koeffizienten der letzteren, so- 
bald die höchsten darunter = 1 gemacht worden sind, durchweg eben- 
falls als ganze rationale Zahlen erweisen. 

Unter einer irreduziblen Funktion bzw. irreduziblen Gleichung 
schlechthin wollen wir hier eine solche ganze Funktion f(x) bzw. 
Gleichung f(x) = verstehen, die im Bereiche der rationalen Zahlen 
irreduzibel ist, d. h. wobei f{x) rationalzahlig ist und nicht in zwei 
ganze rationalzahlige Faktoren mit Graden ^1 zerlegt werden kann. 

XXVII. Zu jeder algebraischen Zahl a gdiört eine völlig bestimmte 
irreduzible Gleichung mit dem höchsten Koeffizienten 1, welcher a ge- 
nügt. Denn es sei F{x) = irgend eine Gleichung mit ganzen ratio- 
nalen Koeffizienten und dem höchsten Koeffizienten 1, welcher die 
zunächst als ganz vorausgesetzte Zahl a genügt, und es sei n der 
Grad von F{x), Um vor allem eine irreduzible Gleichung für a 
nachzuweisen, setzen wir zunächst ganz allgemein 

F{x) = f{x)g{x) 

an, wobei f{x), g{x) Funktionen von derselben Beschaffenheit sein 
sollen wie F(x)y a sich unter den Wurzeln von f(x) == befinden 
möge und ausdrücklich auch die Eventualität f(x) = F(x), g(x) =^ 1 
zugelassen sei. Es läßt sich leicht aus den Koeffizienten von F(x) 
eine obere Grenze für die Beträge der sämtlichen Nullstellen von F(x) 
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erschließen; und weil die Koeffizienten von f{x)y bei dem eben ge- 
machten Ansätze^ elementarsymmetrische Funktionen gewisser unter 
den Nullstellen von F{x) sind, so folgen daraus weiter obere Grenzen 
für die Beträge der Eoefßzienten von f{x). Da nun diese letzteren 
Koeffizienten der Reihe der ganzen rationalen Zahlen angehören sollen^ 
so läßt sich hiemach von vornherein eine endliche Anzahl von ganzen 
ganzzahligen Funktionen mit 6radzahlen ^ n und dem höchsten 
Koeffizienten 1 angeben, unter denen sich ein jedes hier in Be- 
tracht kommende f{x) notwendig befinden muß. Unter allen diesen 
Funktionen suchen wir nun eine von möglichst niedrigem Grade 
auf, welche in F{x) aufgeht und a zu einer Nullstelle hat; diese 
Funktion ist dann nach der Art, wie sie bestimmt wurde, notwendig 
irreduzibel. Daß es aber keine von dieser verschiedene irreduzible 
Funktion mit dem höchsten Koeffizienten 1 geben kann, welche a zu 
einer Nullstelle hätte, folgt daraus, daß sonst die betreffenden zwei 
Funktionen einen größten gemeinsamen Teiler von mindestens erstem 
Qrade haben müßten, welcher durch rationale Operationen bestimmbar, 
also rationalzahlig wäre und sonach einen Divisor von F{x) mit a 
als Nullstelle von noch niedrigerem Grade, als hier möglich, vorstellen 
würde. 

Der so für ganze Zahlen a bewiesene Satz läßt sich nunmehr 
durch Vermittlung des Satzes XXY auf beliebige algebraische Zahlen 
übertragen. 

§ 2. Der kubische KSrper. 

Es sei die algebraische Zahl als eine bestimmte Wurzel einer 
irreduziblen kubischen Gleichung 

f{t) ^f + at^ + U + c=^0 (1) 

festgelegt. Die Gesamtheit der Zahlen, welche sich als rationale 
Funktionen von 6 mit rationalen Koeffizienten darstellen lassen, bildet 
den Körper oder Bationälitätsbereich von 6. Wir bezeichnen denselben 
mit K{d), Jede Zahl o dieses Körpers erscheint also in der Form 
^(Ö)/Ä(Ö), wo g{d)y h(0) ganze rationalzahlige Funktionen des Argu- 
ments sind und ä(ö) + ist. Da die Funktionen f(t) und h(t) 
wegen der vorausgesetzten Irreduzibilität von f(t) und wegen ä(ö) 4= 
keine ganze Funktion von t von einem Grade ^ 1 als gemeinsamen 
Teiler haben können, so lassen sich nach einem bekannten Satze 
zwei weitere ganze rationalzahlige Funktionen jP(0? ^(0 ^^rart er- 
mitteln, daß identisch in t 

F(t)f(t)+H(t)h{t)^l 

wird; daraus folgt dann für t == 6: 
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was in 

'^ - h{0) 
eingesetzt, 

ergibt. Da femer eine jede ganze Funktion von d sich mittels der 
Gleichung 

auf eine ganze Funktion von niedrigerem als dem dritten Grade redu- 
zieren läßt, 80 folgt weiter, daß jede Zahl o in K{d) sich in der Form 

(o^p + qd + rd^ (2) 

darstellen ^ßt^ wobei p, q, r rationale Zahlen sind. Diese Darstellung 
ist eindeutig; denn wäre zugleich 

(o=p*+q*e + r*e^ 

mit ebenfalls rationalen p*, q*, r*, so würde 

folgen und dies kann wegen der Irreduzibilität von (1) nur so statt- 
finden, daß i>*=p, ^ ^ Q.} r^'^^r ist. Umgekehrt ist es klar, daß 
jede Größe (2) mit rationalen p, q, r zum Körper K{ff) gehört. Milr 
hin bildet der Körper K{0) den Inbegriff aller Größen von der Form 
p -{- qO -\- rO^, wobei p, q, r beliebige rationale Zahlen sind. — 

Sind ö, ö', ö" die drei Wurzeln von (1), die wegen der Irredu- 
zibilität von (1) gewiß untereinander verschieden sind, so nennen wir 
die drei Zahlen 

o = i) + gO + re\ G}'^p + qff+ rff^, (q" ^ p + qff' + rff'^ 

untereinander konjugiert 

Wegen der Irreduzibilität von f(t) wird jede rationalzahlige 
Gleichung, welcher 6 genügt, auch durch ö' und ö" erfüllt sein. Ist 
nun CO in irgend einer von (2) verschiedenen Weise als rationale 

Funktion von dargestellt, 0J=*'P + 3'Ö + rö^ = ^^^, so besteht da- 
mit eine rationalzahlige Gleichung für und darf in dieser durch 
ff und durch ö" ersetzt werden; es folgt daher, daß dann stets auch 

h {&) ■" ^ ' h (r ) ~" ^ 

gelten wird. Begegnet man ferner einer rationalzahligen Gleichung 
für o, so genügen derselben Gleichung auch m und o". Ist cd selbst 
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rational, so muß in der Darstellung (2) wegen ihrer Eindeutigkeit 
notwendig 0=^, 3^ = 0, r==0 sein, und wenn speziell o == ist, 
so muß zudem ^ ^^ sein. Drei konjugierte Zahlen sind danach 
entweder sämtlich =« oder sämtlich 4= 0, und überhaupt, wenn eine 
von ihnen rational ist, so sind sie sämtlich untereinander gleich. 

Aus der Definition der ganzen algebraischen Zahl folgt nun un- 
mittelbar, daß wenn eine Zahl o ganz ist, auch die dazu konju- 
gierten Zahlen o', (o" ganz sind. 

Das Produkt der drei konjugierten Zahlen o, o', o" heißt die 
Norm von o, in Zeichen: Nm o; dieselbe ist als symmetrische Funktion 
von ö, ö', ö" eine rationale Zahl; falls dabei ca eine ganze Zahl + 
ist, muß Nm co ein^ ganze rationale Zahl + 0, also insbesondere von 
Betrage einem ^ 1 sein. — 

Aus irgend einem Vielfachen von ö, aus 2ö, 3ö, . . ., geht offenbar 
derselbe Körper, wie aus ö, hervor. Da wir nun nach XXV ein solches 
Vielfaches von 6 bestimmen können, das eine ganze Zahl ist, so 
werden wir hier ohne wesentliche Beschränkung annehmen dürfen, daß 6 
selbst eine ganze Zahl ist, also a, b, c in (1) ganze rationale Zahlen 
sind. Daß sich unter dieser Voraussetzung aus (2) mittels ganzer ratio- 
naler p, q, r lauter ganze Zahlen o des Körpers ergeben, ist klar; es 
fragt sich nur, ob es in K(d) nicht auch andere ganze Zahlen gibt, 
die aus der Form (2) mittels gebrochener rationaler p, q, r hervorgehen. 

Um diese Frage zu beantworten, bedienen wir uns eines geometrischen 
Bildes für die Zahlen in K{6), Wir beziehen diese Zahlen auf Punkte 
im Räume, indem wir ein räumliches System von Parallelkoordinaten 
X, y, Z zugrundelegen und einem Punkte (X, F, Z) jeweils die Größe 
X + yö + ZO^ zuordnen. Einem jeden Punkte mit rationalen Ko- 
ordinaten X, Yy Z entspricht alsdann eine Zahl in K{ff) und umge- 
kehrt. Es ist klar, daß hierbei jedem Gitterpunkte in X, Z", Z eine 
ganze Zahl in -£^(0) entsprechen wird; das Umgekehrte läßt sich aber 
nicht behaupten und wird auch im allgemeinen nicht der Fall sein. 
Jedenfalls leuchtet es ein, daß wenn ein Punkt (X, Y, Z) einer ganzen 
Zahl in K{B) entspricht, dann auch jeder zu (X, Y, Z) in unserem 
Gitter homologe Punkt, d. h. (vgl. S. 84) jeder Punkt, dessen Koordi- 
naten von den bezüglichen X, F,Z um ganze rationale Zahlen differieren, 
eine ganze Zahl in K(d) vorstellen wird. Mit Rücksicht darauf können 
wir uns gegenwärtig auf die Betrachtung jener ganzen Zahlen in -£^(0) 
beschränken, deren zugehörige Punkte (X, Y, Z) in dem durch 

0^X<1, 0^r<l, 0<Z<1 (3) 

definierten Grundparallelepiped unseres Gitters liegen; aus allen dazu 
homologen Punkten, und nur aus diesen, ergeben sich dann sämtliche 
übrige ganze Zahlen in K{ff). 
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Nun ist es zunächst leicht einzusehen^ daß im Grundparallel- 
epiped (3) nur eine endliche Anzahl von Punkten (X, Y, Z) vor- 
handen sein kann^ welche ganzen Zahlen o = X + YO + ZO^ ent- 
sprechen. Bilden wir nämlich fQr eine in dieser Weise dargestellte 
ganze Zahl o) die Gleichung 

0(t) ^(t-(o){t- oj') {t ~ C3") «0, (4) 

so hat dieselbe zu Koeffizienten Größen, welche als symmetrische 
Funktionen der Größen ö, ö', ö" rationale Zahlen werden; für die 
Fälle, wo X, Y, Z dem Bereiche (3) angehören, können wir femer, 
eben mit Rücksicht auf (3) und mittels einer oberen Grenze für die 
Beträge von Ö, ff, d", ganz bestimmte obere Grenzen für die Beträge 
der Koeffizienten in ^{f) angeben; da nun diese Koeffizienten als 
rationale und zugleich ganze algebraische Zahlen sich als ganze 
rationale Zahlen erweisen müssen, so folgt daraus, daß es nur eine 
endliche Anzahl von solchen Gleichungen (4) geben kann, welche 
ganzen Zahlen o und dabei Punkten (X, F, Z) aus dem Bereiche (3) 
entsprechen; hieraus geht dann umgekehrt hervor, daß nur eine end- 
liche Anzahl von solchen ganzen Zahlen g3 existieren kanu, fQr welche 
X, F, Z sämtlich ^ und < 1 sind. 

Wir können nun eine Adaption des Systems aller jener Punkte 
(X, Y,Z), welche den ganzen Zahlen in K{ff) entsprechen, in bezug 
auf das Gitter der X, Y, Z genau nach der in Kap. III § 14 darge- 
legten Methode vornehmen. Wir kommen dann zu dem Ergebnis, 
daß die Gesamtheit der ganzen Zahlen in K{S) zu ihrem geometrischen 
Bilde wieder ein pa/ralldepipedisch anzuordnendes Punktsystem, also ein 
ZaMengiüer hat oder, wie wir in solchen Fallen sagen woUefi, einen 
„ModuV^ bildet. Wir können nämlich, wie jetzt einleuchtet, unter 
allen jenen Punkten, welche ganzen Zahlen in K{0) entsprechen, zu- 
nächst auf der positiven X-Achse einen dem Nullpunkte am näch- 
sten gelegenen Punkt A finden, weiter außerhalb der X-Achse in der 
Halbebene Y>0 der XY- Ebene einen Punkt B bestimmen, welcher 
der X-Achse möglichst nahe liegt, schließlich außerhalb der XF-Ebene 
im Halbraume Z > einen Punkt f ermitteln, welcher möglichst nahe 
an der XF- Ebene liegt. Wenn wir nunmehr aus dem Tetraeder 
OABr in der üblichen Weise Koordinaten x, y, z ableiten, indem wir 
für einen beliebigen Punkt S des Raumes die vektorielle Beziehung 

OS^X' 0^ + y'OB + zO^ 

ansetzen, und wenn wir andererseits mit co^, (Dg, g)^ diejenigen ganzen 
Zahlen in -£"(0) bezeichnen, welche den Punkten A, B, f in dem fest- 
gelegten Sinne bzw. entsprechen, dann stellt jeder Gitterpunkt in 
Xy y, z offenbar eine ganze Zahl, und zwar 
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(0 ^X(D^ + y(D^ + em^ (5) 

vor. Aber auch umgekehrt entspricht dann jeder ganzen Zahl in K(0) 
ein GiUerpunkt in x, y^ 8] denn würde irgend einer solchen Zahl ein 
Punkt mit nicht lauter ganzzahligen Koordinaten Xy y, z entsprechen, 
so würde sich aus demselben durch eine entsprechende Translation 
ein Punkt im Grundparallelepiped OABf des a?-, y-, ;sf- Gitters, also mit 
0^a?<l, 0^y<l, 0^;sf<l, ergeben, welcher einer ganzen Zahl 
entspräche und nicht mit dem Punkte zusammenfiele, was der Art und 
Weise, wie die Punkte A, B, V bestimmt wurden, widersprechen würde. 

XXVin. Wir haben hiermit festgestellt, daß in einem kufnschen 
Körper sich immer drei ganze Zahlen ca^, cog, cög dera/rt angehen lassen 
(und zwa/r offenbar auf unendlich viele Weisen), daß durch dieselben 
jede ganze Zahl des Körpers sich in der Form (5) mit ganzen ratio- 
nalen X, y, z eindeutig darstellt Drei Zahlen im kubischen Körper 
von dieser Eigenschaft nennt man eine Basis im Körper. 

Sind dann g)^\ Oi"; cog', cog"*, Og', cöj" die zu o^, cog, Og bzw. kon- 
jugierten Zahlen, so ist es einleuchtend, daß auch ca/, co^y tOj' eine 
Basis im Körper K{0')y ebenso coi", cog", Oj" eine Basis im Körper 
K{e") büden. 

Eine der obigen analoge Betrachtung läßt sich für einen Körper 
beliebig hohen Grades durchführen. Es stellt sich dann allgemein 
die Tatsache heraus, 

XXVni'. daß in einem Körper vom Grade n, d. h. in einem 
Bationalitätsbereic^j welcher aus einer Wurzel einer irreduziblen Glei- 
chung n-ten Grades entspringt, sich eine Basis, bestehend aus n ganzen 
Zahlen, angeben läßt, derart, daß durch diese n Zahlen jede ganze 
Zahl des Körpers sich linear homogen mit ganzzahligen rationalen 
Koeffizienteny und zwar auf eindeutige Weise, darstellen läßt. 

§ 3. Diskriminante des Körpers. 

Wir suchen nun nach einem einfachen Kriterium dafür, wann 
drei beliebig gegebene von Null verschiedene ganze Zahlen oji, co^, coj 
eines kubischen Körpers K(d) eine Basis in diesem bilden. Damit 
solches der Fall sei, dürfen vor allem die drei Punkte, welche im Ko- 
ordinatensystem der X, Y, Z (vgl. § 2) den drei Zahlen cö^, Og, ©3 bzw. 
entsprechen und etwa die Koordinaten p^y g^, r^; p^, q^, r^'^ p^y q^y r^ 
haben mögen, mit dem Nullpunkte nicht in einer Ebene liegen; es 
muß also 

\Piy Pi7 P9 



^1? ^2; ^3 



+ (6) 
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sein. Gehen wir nun von den Zahlen 

«3 ^iJj + ^Ö + ^-sö^ 
zu den dazu bzw. konjugierten über, und zwar 

c^i ' = i>i + ^1 ö' + r^ 0'^ oj/' = i?i + gi Ö" + r^ e"\ 

< = i>2 + g^e- + rg ff\ CO," = i>2 + ^2 e" + r^ r\ 

= i>8 + ^3 Ö' + ^3 Ö'^ «s" = Ä + ^3 Ö" + ^3 e"\ 



09, 

und bilden wir die Determinante 

Ol 



A(CÖ1,032, 09,) = 



CO 
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f 
fr 



Og, »3 



G} 



2? 



0^3 == 



^1 ? ^2 ? ^3 



'^ 



1, e, ö» 
1, ö', e'« 
1, d", ö 



2 



Piy P^y 
9.xy ^2? 

**!; ^2? 



i^3 
^3 



60 wird, sobald die Bedingung (6) erfüllt ist, wegen 

1, e, ö* 

(Ö - Ö')(ö - Ö")(Ö'- 0") + 



auch 



1, ö', 0'» 
1, 0", 0"» 



A(tDi,©j, aj3) + 



(7) 



sein; umgekehrt hat (7) notwendig die Ungleichung (6) zur Folge. 
Anstatt der Determinante A woUen wir nun das Quadrat hiervon in 
Betracht ziehen, 

AX«i, »2, O3) = 2)(03i, CJg, O3) , 

welches als ganze algebraische Zahl und zugleich symmetrische Funktion 
von ö, d\ 6" eine ganze rationale Zahl ist; diese Zahl soll die Bishrir 
minante der Zahlen oj^, cö,, 03 heißen. Als erste, mit der Ungleichung 
(6) gleichbedeutende Bedingung dafür, daß co^, (o^, m^ eine Basis 
bilden, erkennen wir nunmehr den Umstand, daß die DisJcriminante 
dieser drei Zahlen +0 sei. 

Drei Zahlen in K(6) von der letztgenannten Eigenschaft werden 
voneinander unabhängig genannt. 

Die Diskriminante einer Basis besitzt nun noch eine weitere 
wesentliche Eigenschaft, durch welche sie unter den Diskriminanten 
von Tripeln unabhängiger ganzer Zahlen überhaupt ausgezeichnet 
wird. Angenommen nämlich, es stellen die ganzen Zahlen (o^, (O2, 03 
eine Basis in K(d) vor und es seien Ä^, ißg, A3 irgend welche drei 
voneinander unabhängige ganze Zahlen in J^(0); dann drücken sich 
die letzteren durch die ersteren in der Form 
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aus, wobei Ä^^ B^, . . ., Cj ganze rationale Zahlen sind, und gleich- 
zeitig übertragen sich diese drei linearen Beziehungen auch auf die 
zu Ol, . . ., A3 konjugierten Werte (o^ , . . . A3' bzw. cd^', . . . Äg"; aus 
dem ganzen System der neun linearen Gleichungen folgt sodann: 



D(Äi, Äg, üg) « 2)(a}i, 02? ß>8) 



-^1, A^y A 



3 



2 



^1; ^2? ^3 

Cj, C2, C3 

Die hier an letzter Stelle stehende Determinante ist eine ganze ratio- 
nale Zahl und von Null verschieden, da die linke Seite 4= ausfallen 
soll; ist diese Zahl = ± 1, dann lassen sich cji, Oj, Og und hiermit 
weiter alle ganzen Zahlen in JE^(Ö) auch durch ißi, ißg? "^s linear 
homogen mit rationalen ganzen Koeffizienten darstellen, es bilden 
dann also auch ii^, ^^y SL^ eine Basis in J^(d); ist dagegen die be- 
sagte Determinante dem Betrage nach > 1, dann können die Koeffi- 
zienten der linearen Darstellung von co^, cog, Og durch SL^, SL^y Äg 
nicht sämtlich ganzzahlig sein, also stellen SL^y SL^y Si^ in diesem 
Falle keine Basis vor. 

XXIX. Hieraus folgt unmittelbar, daß sämtliche Basen eines 
kubischen Körpers eine und dieselbe Diskriminante haben, welche unter 
allen Diskriminanten von je drei unabhängigen ganzen Zahlen des Kör- 
pers den kleinsten Betrag hat und zugleich gemeinsamer Teiler aller 
solcher Diskriminanten ist. Dieselbe wird kurzweg die Diskriminante 
des Körpers genannt. 

Ein ganz analoger Satz läßt sich für jeden algebraischen Zahl- 
körper, von beliebig hohem Grade, beweisen. 

Wir werden nunmehr zur Darstellung der Zahlen in einem ku- 
bischen Körper K(0) ausschließlich die Form 

mittels einer Basis brauchen und mit Rücksicht darauf eine solche 
Form eine Basisform für K{ff) nennen. 

§ 4. Eine Eigenschaft der Diskriminanten von ZahlkSrpern. 

Es gilt der folgende wichtige Satz: 

XXX. Die Diskriminante eines algebraischen Zahlkörpers y ausge- 
nommen den Körper der rationalen Zahlen, ist immer durch wenigstens 
eine Primzahl teilbar. 
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Um diesen Satz för einen kubischen Körper K{ß) zu beweisen, 
unterscheiden wir, ob die drei konjugierten Körper K(ß)y K{ff)y K(0") 
alle reell sind oder zwei derselben, etwa K(0) und K(ß^, konjugiert- 
komplex und der dritte, K(0"), reell ist, mit anderen Worten, ob die 
Diskriminante D von K(0) positiv oder negativ ist. 

Im ersteren Falle bilden wir mittels der Basen co^, cd,, g),; 
coi', (o^y 03'; ©1", ©2"; o's" ^^ ^®^ ^^®^ konjugierten Körpern K(d), K{0\ 
Kiff") die drei linearen Formen 

1^ =- xm^ + ^03/+ iSfOs', (8) 

deren Determinante ± y(D ist, und wenden auf dieselben den Satz IV 
aus dem ersten Kapitel an, mit der Verschärfung, die wir diesem 
Satze in § 10 desselben Kapitels gegeben haben. Damach gibt es 
ganze rationale Werte x, y, z, die nicht alle verschwinden und für 
welche 

\1\<Vd, \n\<VB, \%\-^Vb (9) 

wird; zugleich wird keiner dieser drei Beträge verschwinden, denn 
die Null läßt sich durch eine Basis wegen der Eindeutigkeit der Dar- 
stellung nur in der Weise mit rationalen Koeffizienten x, y, z dar- 
stellen, daß diese Koeffizienten sämtlich verschwinden, was hier aus- 
geschlossen ist. Es gibt demnach in K{ß) eine ganze Zahl | von der 
Eigenschaft, daß 

0<iNm|| = |gi?e|<y5 (10) 

ist. Da nun die Norm einer von Null verschiedenen ganzen Zahl eine 
rationale ganze Zahl =|= ist (vgl. S. 123), so ist dabei notwendig 

und daher folgt aus (10): 

J)>1. 

Mithin muß D mindestens eine Primzahl als Faktor enthalten. 

Im zweiten Falle, D < 0, zerlegen wir die Formen ^, iy in ihre 
reellen und imaginären Bestandteile, wie folgt: 



Die drei reellen Formen q>, tl^, ^ haben sodann dem Betrage nach 
dieselbe Determinante wie die Formen |, 1^, ^ (vgl. Kap. lU § 8), und 
indem wir auf sie wieder den vorhin herangezogenen Satz anwenden, 
erkennen wir, daß drei ganze rationale Zahlen x, y, z existieren 
müssen, die nicht alle verschwinden und für welche 
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|g)|<f/^^, \i,\<V^^, |gl^K^=^ (12) 

wird. Für drei solche Werte x, y, z wird somit , mit Rücksicht 
noch aaf 

und darauf; daß $, riy ^ für eben diese Xy y, z von Null verschieden 
ausfallen müssen^ die Ungleichung bestehen: 



0<|Nm||«|§i?5|<l/-J5; 

da nun gleichzeitig 

l^|Nm|| 
wird; so folgt hiemach: 

was zu zeigen war. 

Mit Hilfe entsprechender unter den in Kap. III §§ 9, 10 ge- 
wonnenen Sätzen; zu welchen uns die Betrachtung des Oktaeders und 
des Doppelkegels geführt hat; lassen sich für die Beträge der Dis- 
kriminanten kubischer Körper höhere untere Grenzen; als die niemals 
angenommene Grenze 1, angeben. Im ersteren der beiden unter- 
schiedenen Fälle (Z) > 0) können wir auf die Formen %j % % den Satz 
XYir anwenden; darnach gibt es rationale ganze Zahlen x, y, z, die 
nicht aUe verschwinden und fiir welche 

wird; hieraus folgt: 

^^ 2)^21. (13) 

Im zweiten Falle (D < 0) gibt es nach dem Satze XViU' rationale 
ganze Zahlen x, y, z, die nicht alle rerschwinden und ftb: welche 



wird; daher ist im zweiten Falle 

also 

- 2) ^ 13.*) (14) 

Die hier durchgeführte Betrachtung läßt sich auch auf Körper 

*) Tatsächlicli ist nicht 21 resp. — 13, sondern 49 resp. — 23 der absolut 
kleinste Wert, welchen eine positive bzw. negative Diskriminante eines kubischen 
Körpers annehmen kann. 

Minkowski, diophant. Approximationen. 9 
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beliebig hohen Grades in Anwendung bringen. Man findet dann all- 
gemein^ daß 

XXXI. für einen Korper n-ten Grades, hei welchem die erzeugende 
irreduzibJe Gleichung n-ten Grades 2s imaginäre und n — 2s reelle 
Wurzeln hat, 

i D > r(-v - 1 



l2 



>(f) 



2 AM 



(15) 



ist. *) Diese untere Grenze von | D | ist eine mit der Zahl n über 
jede Grenze hinaus wachsende Größe^ so daß zu jeder noch so großen 
positiven Zahl G sich eine ganze positive Zahl n derart angeben 
läßt, daß bei den Körpern höheren als n-ten Grades Diskriminanten 
von einem Betrage < G gewiß nicht vorkommen. 



§ 5. Endlichkeit der Anzahl der zn gegebener Diskriminante 

gehörigen Körper. 

XXXII. Es gibt nur eine endliche AnzaM von Jeubischen Körpern, 
welche eine gegebene Zahl D zur Diskriminante haben. 

Ehe wir diesen Satz beweisen, suchen wir zunächst die folgende 
Frage zu entscheiden: Wenn o irgend eine Zahl im kubischen Körper 
K(6) ist, unter welchen Umständen wird dann der aus o hervor- 
gehende Rationalitätsbereich K{(joi) mit dem Körper -£^(0) zusammen- 
fallen? 

Wie bei (4) ausgeführt wurde, genügt jede Zahl aus K(ff) einer 
rationalzahligen kubischen Gleichung, die irreduzibel oder reduzibel 
sein mag, ist also der Körper K(g)) höchstens vom Grade 3. Wenn 
nun K(g)) = K{0) sein soll, so müssen insbesondere die Zahlen 1, ö, ö* 
durch die Zahlen 1, co, cj^ linear homogen mit rationalen Koeffizienten 
darstellbar sein; hieraus folgern wir leicht durch Heranziehung der 
zu den in Rede stehenden konjugierten Zahlen, daß dann die Deter- 
minante A (1, ö, ö^) (siehe S. 126) sich als Produkt der Deter- 
minante 

1, (O, CJ^ 

1, o', ö'^ = — (C3 — Oj') ((ö —CO ") (oj'— o") 

1// '/O 

, CJ , Cl> •* 

in eine rationale Zahl darstellen muß. Darnach muß dann die De- 



A(l, CO, (ö^) = 



*) Zur Ableitung dieses Satzes vgl. Minkowski, Geometrie der Zahlen^ 
S. 134. 
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terminante A(l,c), co*) notwendig +0 und also müssen die Zahlen 
(Df fo, &' untereinander verschieden sein. Ist umgekehrt die letztere 
Bedingung erfüllt und damit auch A (1, cd, cd^) + 0^ so ist die besagte 
lineare Darstellung von 1, ö, 6^ durch 1, cd, ©* dann immer möglich 
und daher der Rationalitätsbereich K{(S}) mit dem Körper K{ff) 
identisch. 

Jetzt sei eine ganze rationale Zahl 2)4=0 vorgelegt; wir fragen, 
ob es kubische Körper mit der Diskriminante D gibt. Nehmen wir an, 
es sei K{ff) ein solcher Körper, o?^, (o^, (o^ eine Basis in demselben, 
^ = ico, + ycoj + ^Og die zugehörige Basisform; femer seien iy, g nach 
(8) die dem 6 entsprechenden Basisformen in den zu K{6) konju- 
gierten Körpern. 

Ist D > 0, sind also S, ly, i sämtlich reelle Formen, dann gibt 
es nach dem Satze auf Seite 19 rationale ganze Werte x, y, z, die 
nicht sämtlich verschwinden und für welche 

• \l\<h \n\<h j§^i (16) 

wird; andererseits muß für diese Werte x, y, z 

\lni\>A (17) 

sein; daher wird zugleich notwendig 

und also g sicherlich von l und r^ verschieden ausfallen. Infolgedessen*) 
wird die erhaltene ganze Zahl ^ nach dem kurz vorhin Gesagten in 
ihrem Rationalitätsbereich K{^ den Körper K{0) vollständig erzeugen. 
Nun fo^en aus den Ungleichungen (16) obere Grenzen für die Beträge 
der rationalen ganzen Koeffizienten in der Gleichung 

hierin unter S, ^, 5 <Jie eben ermittelten speziellen Werte verstanden; 
für diese Gleichung und also auch für den Wert von J hierin kommen 
darnach bei gegebenem D von vornherein nur eine endliche Anzahl 
von Möglichkeiten in Betracht; daher kann es auch nur eine endliche 
Anzahl von kubischen Körpern mit der positiven Diskriminante D 
geben. 

Im Falle Z) < seien £ = ^ ,- , ri = ^""*^ die zwei imagi- 
nären und f die reelle der drei konjugierten Basisformen. Wir wen- 



*) Von selbst kann nunmehr auch nicht ^=»7] sein. Denn die Gleichung 
{t — i){t — ri){t — t) = ^ ist entweder irreduzibel und sind J, i], ^ durchweg ver- 
schieden, oder es ist wenigstens eine Wurzel darunter rational und dann gilt 

9* 
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den den erwähnten Satz von S. 19 diesmal auf die Formen cp, , , L 

unter Auszeichnung der zweiten Form^ an; darnach gibt es ganze 
rationale Werte x, y, e, die nicht sämtlich verschwinden und 



9>|<1, :j^^l, |g|<l (18) 



ergeben. Andererseits wird für diese Werte x, y, z 
sein, und darin haben wir 



$i-ui-V^ 



+ ^* 



2 

Hieraus folgt, mit Rücksicht auf die dritte der Ungleichungen (18), 

|S|-|^I>1 

und alsdann, mit Rücksicht auf die erste der Ungleichungen (18), 

es sind daher \ und i^ untereinander verschieden, andererseits beide 
von % verschieden, so daß die erhaltene Zahl | in ihrem Rationalitäts- 
bereiche den Körper K{G) vollständig erzeugen wird. Hieraus folgt 
auf Grund derselben Überlegung, wie vorhin, die Richtigkeit des zu 
beweisenden Satzes. 

Bei Körpern höheren als dritten Grades wird der Beweis des zu XXXH 
analogen Satzes denselben Gedankengang befolgen. Nur kommt da, 
wenn man nach den zur Erzeugung eines Körpers geeigneten Zahlen 
desselben fragt, deutlicher als schon vorhin noch ein besonderer Um- 
stand in Betracht, der jetzt an dem Beispiel eines Körpers vierten 
Grades beleuchtet werden möge. Dieser entspringe aus einer Zahl ö 
und es seien ö', ff\ &" die übrigen Wurzeln der irreduziblen Glei- 
chung für ö; (ö = %(ö) sei eine Zahl in K{S) und die dazu konjugierten 

Zahlen seien oj'= xW? ®"== %(0; ^ '= z(^'")- Finden sich unter 
diesen vier Zahlen irgendwie zwei gleiche, so wird die biquadratische 
rationalzahlige Gleichung, der diese Zahlen genügen, 

Fif) = (^-o)(^- 0)(^-cd")(^-oj'") = 
reduzibel. Ist nun g{1^ irgend ein irreduzibler Paktor der linken 
Seite und etwa so, daß für ihn 

Ko) = ^[z(ö)] = o 

ist, SO folgt dann, da die Gleichung mit den Wurzeln ö, ö', ö", ö"' 
irreduzibel ist, auch 
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SO daß notwendig jeder irreduzible Faktor von F{t) auf g{t) hinaus- 
kommt; daher F{() als eine Potenz von gif) erscheint. Wenn also 
unter den Werten o, 03, cd", o'" sich zwei gleiche finden, so kommt 
jeder Wert darunter gleich oft vor, also insbesondere o selbst not- 
wendig mehr als einmal. Um sicher zu sein, daß Kiai) mit K{0) 
identisch ist, genügt es danach festzustellen, daß die eine Zahl co von 
jeder der zu ihr konjugierten verschieden ist. 

Diese Überlegung gut analog für Körper beliebig hohen Grades. 
Ein Körper von einem Grade n wird durch eine beliebige solche 
unter seinen Zahlen, die von den sämtlichen w — 1, zu ihr bezüglich 
des Körpers konjugierten Zahlen verschieden ist, vollständig erzeugt. 

Um nun den Satz XXXII für einen Körper beliebigen Grades n zu 
erzielen, kann man ähnlich, wie bei kubischen Körpern, verfahren, 
unter Anwendung des Satzes, daß man bei n reellen linearen Formen 
mit der Determinante 1 durch gewisse ganzzahlige rationale Werte der 
Variablen, die nicht alle verschwinden, w — 1 Formen dem Betrage 
nach < 1 und die w-te noch ^ 1 machen kann. Dabei hat man, von 
den Basisformen der n konjugierten Körper ausgehend, entweder, wie 
bei kubischen Körpern mit positiver Diskriminante, die Basisform 
irgend eines reellen Körpers oder, wie bei kubischen Körpern mit 
negativer Diskriminante, den imaginären Teil der Basisform eines 
komplexen Körpers mit geeignetem Faktor als die w-te Form ein- 
zurichten, um dann mit Sicherheit auf eine Zahl des vorgelegten 
Körpers zu kommen, die von allen zu ihr konjugierten verschieden ist. 

§ 6. Einheiten. 

Unter einer Einheit versteht man eine ganze algebraische Zahl, 
deren reziproker Wert ebenfalls eine ganze Zahl ist. 

Es ist einleuchtend, daß ein Produkt beliebig vieler Einheiten, 
ebenso eine Potenz einer Einheit mit beliebigem rationalem ganzem 
Exponenten stets ebenfalls eine Einheit ist. 

Genügt eine Zahl a einer irreduziblen Gleichung 

a^^ + a^B^-'^ -\ |-a,-i« + a, = 0, (ao>0) 

deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen sind, so ist die daraus 
folgende Gleichung für 1/f, 

<^i {~j+ «i-i (7)'"'+ • • • + «1« + «0 = 

ebenfalls irreduzibel; wenn nun b eine ganze Zahl ist, so haben wir 
ao=l, und wenn IJB ebenfalls eine ganze Zahl ist, gleichzeitig 
a, «= + 1. Mit B zugleich sind dann alle Wurzeln der Gleichung 
Einheiten. 
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§ 7. Einheitswurzeln in einem ZahlkSrper. 

Es sei B eine Einheit in einem Körper K(0), den wir diesmal 
als biquadratischen Körper annehmen wollen; «', «", a"' seien die zu s 
konjugierten Zahlen bzw. in den zu K{Q) konjugierten Körpern -£'(ö'), 
K{ff')y Jf(ö'"); alsdann sind 1/«', 1/a", 1/a'" zu 1/« konjugiert und 
daher ebenfaUs ganze Zahlen, mithin stellen auch b, b'\ b'" Einheiten 
vor. Da nun bbb'b" und Ijbbb'b" ganze und zugleich rationale^ folg- 
lich ganze rationale Zahlen sind, so muß notwendig 

Nmfi = fi«VV"«±l (19) 

sein. Die letztere Relation ist nun entweder so möglich, daß jede 
der vier konjugierten Einheiten dem Betrage nach == 1 ist, oder so, 
daß ein Teil darunter dem Betrage nach > 1, ein anderer Teil < 1 ist. 

Wir wollen uns zunächst mit den Einheiten spezieller Art be- 
schäftigen, für welche alle konjugierten Werte Beträge 1 haben. Ist 
eine der konjugierten Einheiten dabei reell, so ist sie notwendig -f 1 
oder — 1 und daher sind dann auch die zu ihr konjugierten Einheiten 
sämtlich = + 1 resp. sämtlich = — 1. Die zwei Werte ± 1 kommen 
offenbar unter den Einheiten eines jeden Körpers vor, und wenn der 
Körper reell ist, so sind dies die einzigen in ihm vorhandenen Ein- 
heiten von der speziellen hier betrachteten Art. Dagegen kann es 
in einem komplexen Körper unter Umständen außer diesen zwei noch 
weitere, komplexe Einheiten von jener speziellen Art geben. 

XXXIII. Wir werden nun beweisen, daß die Anzahl sämtlicher 
im Körper vorhandener Einheiten von der besonderen Art, daß sie mit 
aUen konjtigierten Einheiten Beträge 1 aufweisen, stets endlich ist, femer, 
daß diese besonderen Einheiten lauter Einheitswurzeln sind, d. h, Zahlen, 
wdche zu bestimmten ganzzahligen Exponenten erhoben 1 ergeben. 

Für den Beweis nehmen wir K{B), wie oben, als biquadratischen, 
und zwar als einen komplexen Körper an; der Beweis wird sich ohne 
weiteres auf Körper beliebigen Grades übertragen lassen. Denken 
wir uns in K{ßi) irgend zwei Einheiten b, ri derart, daß für sie und 
die dazu konjugierten Werte 

|«| = 1, |fi'| = l, |fi"| = l, |«'"| = 1, (20) 

n\^i,\r{\^i,W\^hW'\^i (21) 



gelte, und nehmen wir an, es sei i^ nicht nur von b, sondern auch 
von — B verschieden; dann wird auch i] + ± b, if + ± b\ >/" + ± b" 
sein.*) Alsdann ist 

*) Hieraus ist evident, daß zugleich mit dem angenommenen komplexen 
K(fi) auch alle dazu konjugierten Körper komplex zu denken sind, wofern über- 
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und ebenso sind die Größen • ^T^ ; — "7^ ' , — -~*— ^ sämtlich 
> und < 1. Infolgedessen ist weiter 



0< 



Nm 



?j — « 



<1 



2 

und es kann daher ^(ji — s) keine ganze Zahl sein. Stellen wir also s, ri 
durch eine Basisform des Körpers dar, etwa 

worin jp, ^, . . ., 5* ganze rationale Zahlen sind, so dürfen sich hier die 

Größen ^ 7"^ , ^T" , ^ T"^ , — ^^ nicht sämtlich als ganze Zahlen 

erweisen, und wenn wir sonach die echten Reste der Zahlen p, q, r, s, 
ebenso jene der Zahlen p*, g^, r*, s* mod. 2 bilden, dann müssen die 
beiden so erhaltenen Restequadrupel voneinander verschieden ausfallen. 
Zu einem vorgegebenen Restequadrupel von vier Zahlen p^ q, r, s 
mod. 2 kann somit in der soeben gekennzeichneten Weise nur ent- 
weder ein Paar von Einheiten der betrachteten Art in K{ff) gehören, 
und zwar werden dies dann zwei entgegengesetzte Einheiten sein, 
oder es gehört zu dem Restequadrupel keine derartige Einheit in 
K{0), Nun gibt es derartiger Restequadrupel im Ganzen 2*; dabei 
erscheint noch das Restequadrupel (0, 0, 0, 0) ausgeschlossen, da sonst 
die Hälfte der ihm zugehörigen Einheit eine ganze Zahl wäre, was 
nicht möglich ist, indem die Norm der Hälfte einer Einheit sicher 
< 1 ist. Hieraus folgt als erstes Resultat, daß ein biquadratischer 
Körper gewiß nicht mehr als 2 (2* — 1) Einheiten s von der Eigen- 
schaft (20), also jedenfalls nur eine endliche Anzahl solcher Einheiten 
enthalten kann. 

Bilden wir nun aus einer derartigen Einheit b die Potenzen 
1, B, B^, B% . . ., so ist jede derselben wieder eine Einheit von dem 
gleichen, durch (20) bezeichneten Charakter; wir müssen daher unter 
diesen unbegrenzt vielen Potenzen auch gleiche Zahlen vorfinden. Sei 

also etwa einmal 

6^ = a*, 0^h<h, 
dann folgt daraus: 

d. h. s ist eine Einheitswurzel, was zu beweisen war. 

haupt komplexe Einheiten j^ner besonderen Art in K{6) möglich sein sollen; 
denn wäre z. B. K(ß*") reell, so wären darin notwendig nur die zwei Einheiten 
+ 1 und — 1 vorhanden, es könnte also nicht ij'" ^ Jt *'" ^^^^- 



136 IV. Zur Theorie der algebraischen Zahlen. 

Die hier durchgefährte Abzahlung der Einheiten von der Art (20) 
in einem biquadratischen Körper ist^ geometrisch ausgelegt, im Wesen 
mit der in Kap. III, § 6 vorgenommenen Abzahlung der Gitterpunkte 
auf einem Jf- Körper gleichbedeutend. 



§ 8. Existenz der von Einheitswnrzeln verschiedenen Einheiten 

in einem Körper. 

Wir gehen nun zur Behandlung derjenigen Einheiten über, die 
keine Einheitswurzeln sind. 

Mit Ausnahme der komplexen quadratischen Korper (und sdbstver- 
ständlich audi des Körpers der rationalen Zahlen) enthält jeder Körper 
Einheiten j die nicht Einheitswurjseln sind, und zwa/r in unendlicher" 
Anzahl; diese Einheiten lassen sich aber imfner aus einer endlichen 
Anzahl gewisser unter ihnen durch bloße Anwendung der Potenzierung 
u/nd Multiplikation erzeugen. 

Diesen fundamentalen Satz hat zuerst Dirichlet gegeben. Durch 
Verwendung der geometrischen Hilfsmittel, welche hier im zweiten 
und dritten Kapitel entwickelt worden sind, wird sich der Beweis des 
Dirichletschen Theorems sehr durchsichtig gestalten. 

Wir nehmen wieder das Beispiel eines kubischen Körpers K{0) 
auf; K(ß'\ Jr(ö") seien die dazu konjugierten Körper. Von den drei 
Körpern ist immer wenigstens einer reell; es sei dies etwa der Körper 
K{0). In K{0) gibt es alsdann außer +1,-1 keine weitere Ein- 
heit, die eine Einheitswurzel wäre (vgl. § 7). 

Es sei zunächst K(0) ein Körper mit positiver Diskriminante, 
so daß auch K{9^ und K{0") reell sind. Wir bilden konjugierte 
Basisformen in diesen drei Körpern, 

I = a:cDi-f 2/0)2 + ^Os, 

ri = X(o^+ y(o^+ zw^\ (22) 

t = X(Oi'+ yG}^''+ Z(Q^\ 

beziehen mittels derselben die ganzen Zahlen in diesen Körpern in 
bekannter Weise auf das Gitter in x, y, z (vgl. § 2) und betrachten 
in dem letzteren das von den sechs Ebenen 

^ = ±1, iy = ±l, f=±l (23) 

begrenzte Parallelepiped (Fig. 68). Dieses Parallelepiped kann im 
Inneren außer dem Mittelpunkte keinen weiteren Gitterpunkt ent- 
halten; denn drei ganze konjugierte Zahlen i^'^, wenn sie von Null 
verschieden sind, können nicht sämtlich dem Betrage nach < 1 sein, 
indem sonst der Betrag ihrer Norm | §iyf |, > und < 1 werden würde. 
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was ausgeschloBsen ist. Auf der Begrenzung unseres Parallelepipeds 
werden sich in zwei gegenüberliegenden Eckpunkten Gitterpunkte^ 

etwa (xq, 2/o> ^o) "^^ ("~^o> ""%? ""^o)? befinden; diese entsprechen näm- 
lich den zwei einzigen Einheitswurzeln in K(0)^ 

± (a^oOi + ^00^2 + ^o^s) = ± 1; 

resp. diesen selben Einheitswurzeln in -Br(ö'), K(ß'y Da ferner jede 
ganze Zahl in einem Körper nur auf eine Weise durch eine Basis- 
form mit rationalen Argumenten darstellbar ist^ so kann auch keine 
Seitenfläche des Parallelepipeds mehr als nur einen ßitterpunkt ent- 
halten; infolgedessen werden jene zwei Eckpunkte die einzigen Gitter- 
punkte außer im Parallelepiped sein. 

Um nun zu einer ersten solchen Einheit in K{6\ welche keine 
Einheitswurzel ist^ zu gelangen^ entfernen wir die zwei Seitenflächen 
§ = ± 1 des Parallelepipeds parallel mit sich selbst und zueinander 
symmetrisch in bezug auf von dem Parallelepiped kontinuierlich 
fort^ und zwar so^ daß sie beständig im Inneren der von den Ebenen 
iy = ±l, ?=±1 begrenzten parallelepipedischen Röhre bleiben^ — 
so lange bis eine davon ^ etwa die frühere Seitenfläche 6 =« 1, inner- 
halb der Röhre auf einen neuen Gitterpunkt, {x^, y^, z^, stößt, was 
infolge des Satzes X (S. 60) sich notwendig einmal ereignen muß ; der 
erhaltene Gitterpunkt (^i^^i;^!) liefert eine zugehörige ganze Zahl 

gl = a?! a>i -f j/i «2 + ^efj Qg 

und dazu konjugierte Zahlen i^^, t^. Gleichzeitig mit diesem Gitter- 
punkte kann nun kein weiterer in die besagte Seitenfläche hineinfallen^ 
denn sonst wäre dieselbe Zahl g^ auf zwei verschiedene Arten durch 
die Basisform | mit rationalen Xj y, z dargestellt. Der Gitterpunkt 
(a^i, t/i, z^ liegt dabei notwendig im Inneren der Seitenfläche g «*» li, 
d. h. es ist |i?i| < 1, | fi | < 1; denn läge er auf dem Rande derselben^ 
wäre also eine der Zahlen ly^, fj gleich 1 oder — 1, so würde dies 
zu einer neuen Darstellung von 1 resp. — 1 durch eine der Basis- 
formen (22) mittels rationaler x^ y, z führen. Andererseits liegt 
(^1? Vij ^i) ^^ keiner Mittellinie der besagten Seitenfläche, d. h. es 
ist 1^1 + 0, ti + 0; denn drei konjugierte Zahlen sind entweder alle 
= oder alle + 0. Gleichzeitig haben wir die Seitenfläche g =» — 1 
entsprechend vom Parallelepiped entfernt, bis sie durch den Gitter- 
punkt (— a?!, — yi, ~^i) geht. Wenn wir nunmehr noch die vier 
Seitenflächen iy==±l, t = ±l parallel mit sich ge*gen das Innere 
des zuletzt entstandenen Parallelepipeds soweit heranziehen, bis jede 
derselben durch den ihr näheren der zwei Gitterpunkte {x^, y^, z^y 
(— a?i, — y^y — jeTj) geht, dann schließen die Ebenen 

l = ±Si, ^ = ±^1, f-=±5i (24) 
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wieder ein Parallelepiped ein, welches die bezeichneten zwei Gitter- 
punkte za gegenüberliegenden Ecken hat, außer diesen aber und dem 
Mittelpunkte keine weiteren ßitterpunkte enthält. Infolgedessen ist 
das in den x-, y-, jsr- Koordinaten berechnete Volumen dieses neuen 
Parallelepipeds nach dem Satze X (und XI) im dritten Kapitel < 8; 
dieses Volumen beträgt aber 



»lli^ifi 



sonach ist 



ffß'"'"-Mß'"'''-'^n 



i,lM<V^D. 



Nun entfernen wir weiter die Seitenflächen I = i li i^ ähn- 
licher Weise wie vorhin vom Parallelepiped (24) fort, bis die erste 
davon auf einen neuen Gitterpunkt {x^y y^, z^) stößt. Es treten so- 
dann den vorigen ganz analoge Verhältnisse ein und wir erhalten aus 
(^2> Vif ^2) mittels (22) drei konjugierte ganze Zahlen Ig, rj^, Ji in den 
drei vorliegenden Körpern von der Eigenschaft, daß 

l^iKl^al, \Vi\>\V2U I?il>|f2i. |S2%?2l<yS 

ist. Diesen Vorgang können wir be- 
liebig oft wiederholen; ein Halt kann 
ihm nicht geboten werden, da für jeden 
Gitterpunkt, auf den wir nach und 
nach kommen, stets 1^ + und ? + 
wird. 

Wir erhalten auf diese Weise eine 
unendliche Folge von Tripeln konju- 
gierter Zahlen |;^, rjf^, J)^ von der Eigen- 
F^ Schaft, daß 




(25) 



(* = 0, 1,8, «,...) 



(26) 



ist. Wegen (26) müssen sich nun unter diesen Tripeln unendlich 
viele befinden, welche einen gleichen Zahlenwert, etwa ^, als Norm 
haben. Wir betrachten nun in den Darstellungen aller solcher die 
Norm ^ aufweisender Zahlen §^ durch die Basisform § die echten 
Eeste der Koeffizienten a?^, j/;^, z^^ modulo jV; dann ist klar, da die 
Anzahl der verschiedenen unter den so herauskommenden Restetripeln 
jedenfalls endlich (< ^^) ist, daß wir unter den besagten l,^ gewiß 
einmal auch zwei Zahlen 
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ik < l) 

mit genau identischen derartigen Restetripeln antrefifen müssen, so 
daß also die drei Quotienten 

V 

N ' N ' N 
ganze rationale Zahlen sind und infolgedessen die Größe 

eine ganze Zahl ist. Alsdann haben wir: 

z^ = 1 + 1-03- 1 H-^?*«», 

Sit §fc 

also ist die Zahl s =» y^j^ ebenfalls eine ganze Zahl und dabei ist 

Nm£ =« -- = 1; 

folglich ist € eine Einheit in K(0) und tjjrjj^ == b\ ijtj^ = s" sind die 
dazu konjugierten Einheiten in K{d') resp. K(0'y Dabei gilt wegen (25) 

l5i>l, |6'|<1, l*"i<l; (27) 

also ist diese Einheit sicher keine Einheitswurzel. 

Die Rolle, welche bei dieser Betrachtung den Seitenflächen 
§ = ± 1 des Parallelepipeds (23) zukam, kann auch -den Seitenflächen 
1^ = 4: 1 oder jenen ? = ± 1 zugewiesen werden. Anstatt der vorhin 
erhaltenen Einheit £, welche den Bedingungen (27) genügt, gewinnt 
man bei der ersteren dieser zwei Modifikationen eine solche Einheit s, 
welche den Ungleichungen 

\e[<l, \e'\>l, \b'\<1 (28) 

genügt, bei der anderen eine solche Einheit s, welche den Unglei- 
chungen 

\e\<l, \s\<l, |«"|>1 (29) 

genügt. 

Damit ist bewiesen, daß jeder kubische Körper mit positiver Dis- 
kriminante Einheiten besitzty die keine Einlwitswureeln sind, und daß er 
speziell au^ch drei solche Einheiten enthält, die nebst ihren konjugierten 
bzw, den Ungleichungen (21), (28), (29) genügen, 

Ist jetzt K{ff) ein reeller kubischer Körper mit negativer Dis- 
kriminante 2), so ist von den entsprechenden Basisformen (22) die 
Form I reell, die Formen i;, i dagegen sind konjugiert-komplex, also 
stets 1 1? I = I ? |. Die Gleichungen 
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steUen dann den Bereich eines eUiptisclien Zylinders dar (vgl. Kap. III, 
§ 8), und zwar sind die Ebenen der Grundflächen desselben durch 

I - ± 1, 
die Mantelfläclie durch 

gegeben (Fig. 69). Auf den Schnittrandem der Grundflächen und der 
Mantelfläche liegen zwei Gitterpunkte, (Xq, y^, e^, (— ^o? ""^0; ~" ^o); 
so daß 

± (a^oCJi + yo«2 + ^oG's) == ± 1 

und das entsprechende für die dazu konjugierten Formen gilt. Außer 
diesen zwei Gitterpunkten können die Grundflächen des Zylinders 
keine weiteren Gitterpunkte enthalten, da die Zahl 1 nur auf eine 
Weise durch die Basisform | mittels rationaler x, y, z darstellbar ist, 
und auch sonst kann der Zylinder außer dem Nullpunkte keinen wei- 
teren Gitterpunkt enthalten, da für einen solchen | |i??| < 1 wäre, was 
zu dem schon oben erwähnten Widerspruche fuhren würde. 

Wir entfernen nun die zwei Grundflächen des Zylinders parallel 
mit sich selbst vom Nullpunkte nach beiden Seiten in symmetrischer 
Weise kontinuierlich fort, derart, daß sie beständig innerhalb der 
zylindrischen Röhre i^?= 1 bleiben, — so lange, bis sie innerhalb 
der Röhre, also im Gebiete |iy| < 1 auf neue Gitterpunkte (^i^yu^i); 
(— a^i, — t/i, — ^i) bzw. stoßen. Sind l^j nu k ^«sp. — J^, — ly^, — fi 
die diesen letzteren entsprechenden, sicher von Null verschiedenen 
Zahlen in den vorliegenden drei konjugierten Körpern, so erkennen 
wir, daß 

KiSil, l>|i?i!>0 

ist. Dabei ist der neu entstandene Zylinder wieder ein Jf -Körper; 
ziehen wir nun die Mantelfläche desselben zu einer mit ihr homo- 
thetischen Fläche soweit zusammen, daß die neue Fläche durch die 
Punkte (iCi, j/j, z^, {—^v "Vu ^^i) i'^^y ^^ yrirA^ der zuletzt ent- 
stehende Zylinder, gegeben durch die Ungleichungen 

wieder ein Jkf-Körper sein und sonach führt die Betrachtung des Vo- 
lumens dieses Körpers in bekannter Weise zur Ungleichung 

iii^ifii<|y5. 

Die fortgesetzte Wiederholung des dargestellten Vorgangs liefert 
alsdann eine unbegrenzte Folge von nie verschwindenden ganzen 
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Zahlen |j^, %, S» in ^^^ drei 
konjugierten Körpern, von der 
Eigenschaft, daß 

|IJ<|l»+il, 

\vA>\Vh+i\, 



/T^gr^/J 




Um^V^' 



(A = 0, 1, 2, 8, . . .) 

ist, und aus diesen Zahlen 

läßt sich in derselben Weise, 

wie im Falle eines kubischen 

Körpers mit positiver Diskriminante, ein Tripel derartiger konjugierter 

Einheiten *, b\ b' in den Körpern K{e), K(e^, Kiff") ableiten, daß 



Fig. 69. 



ist. 



>i, 



<l, 



rf 



<1 



(30) 



Verfolgt man nun den beschriebenen Vorgang in umgekehrter 
Richtung, indem man bei einem vorliegenden Zylinder, der außer 
nur auf den Schnitträndern des Mantels mit den Grundflächen 6itter- 
punkte enthält, zunächst die Mantelfläche solange homothetisch aus- 
dehnt, bis *sie zwischen den Grundflächen auf neue Gitterpunkte 
stößt, sodann die Grundflächen gegen den Nullpunkt heranzieht, bis 
wieder nur auf den Schnitträndern von Mantel und Grundflächen 
Gitterpunkte bleiben, und indem man hernach diesen Prozeß ent- 
sprechend unbegrenzt fortsetzt, so gelangt man zu einem Tripel 
solcher Einheiten s, s\ s'\ wofür 



ist. 



<i, 



f I 



>1, |e",>l 



(31) 



So zeigt es sich, daß auch jeder kuhische Körper mit negativer 
Dishriminante außer Einheitsumrzeln (die übrigens diesmal wiederum 
durch ± 1 schon erschöpft werden) noch andere Einheiten enthält, welche 
Jceine Einheitswurzeln sind, und dabei speziell auch zwei solche Ein- 
heiten enthält, die neist ihren konjugierten bzw, den Ungleichungen 
(30), (31) genügen. 

Es sei noch bemerkt, daß aus einer solchen Einheit s in einem 
kubischen Körper, welche nebst ihren konjugierten irgend einem der 
Ungleichungssysteme (27), (28), (29), bzw. (30), (31) genügt, durch 
Erhebung in die 2te, 3te, . . . Potenz lauter verschiedene und dabei 
lauter derartige Einheiten entstehen, die nebst ihren konjugierten dem- 
selben Ungleichungssystem, wie s mit den konjugierten, genügen. Daß 
dem so ist, ist ohne weiteres klar. 
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Die hier durchgeführten geometrischen Betrachtungen lassen sich 
ohne weiteres auf Bäume beliebig vieler Dimensionen übertragen und 
führen zu analogen Resultaten für Zahlkörper beliebigen w-ten Grades. 
Das aUgemeine Ergebnis lautet: 

XXXIV. In einem olgebraisdien Zahlkörper n-ten Grades gibt es 
immer außer den in endlicher AnzaJd vorhandenen EinJieitswu/rzeln 
noch andere Einheiten, die keine Einheitswurisdn sind; speziell gibt es 
iyn Körper immer eine solche Einheit, welche selbst einen Betrag > 1 
hat, während die zu ihr konjugierten Zahlen in den konjugierten Kör- 
pern, — abgesehen jedoch von dem konjugiert-komplexen Körper, falls 
der gegebene Körper komplex ist, — lauter Beträge < 1 haben. Eine 
Ausnahme von diesem Satze bilden nur die quadratischen Körper mit 
negativer Diskriminante, sowie der Körper der rationalen Zahlen; diese 
Körper besitzen außer Einheitswurzdn keine weiteren Einheiten. 

Die aus diesem Satze für den Zusammenhang zwischen den Ein- 
heiten eines und desselben Körpers hervorgehenden Konsequenzen 
werden im nächsten Paragraphen zum Vorschein kommen und ent- 
sprechend präzisiert werden. 



§ 9. Znsammenliang zwischen den Einheiten eines Körpers. 

Wir werden nun zeigen, daß sämÜiche Einheiten eines Körpers 
sich als Produkte von Potenzen einer bestimmten endlichen Anzahl ge- 
eignet gewählter unter ihnen mit ga/nzzahligen Exponenten darstellen 
lassen. Auch diese Tatsache läßt sich am einfachsten durch eine 
geometrische Betrachtung erschließen. Da es aber im vorliegenden 
Falle eine zu weitgehende Spezialisierung bedeuten würde, wollten 
wir die Entwicklungen, wie bisher, auf kubische Körper beschränken, 
— dadurch würde manches wesentliche Moment verloren gehen, — so 
wollen wir diesmal imsere Ausführungen an den Fall eines biquadra- 
tischen Körpers knüpfen. 

Wir nehmen als Beispiel zuerst einen reellen biquadratischen Kör- 
per K{d) an, welcher zu konjugierten Körpern ebenfalls lauter reelle 
Körper K{ff), K{e''), Kiff'") habe. Mit denselben Mitteln, wie im 
Falle eines kubischen Körpers mit positiver Diskriminante, können 
wir in K{6) die Existenz von derartigen vier Einheiten b^, b^, b^, b^ 
nachweisen, daß 

i^ii>.i^ i^i'i<i; kri<i? IV'I<1? 

1, |£2 I > 1, |«2 < 1, «2 I < 1, 

^sl<l; IVI<1? !VI>1; iCi<l; 



§ 9. ZusammeDhang zwischen den Einheiten eines Körpers. 



143 



wird (s. das allgemeine Theorem XXXIV). Wir werden nun zeigen, 
daß beliebige drei unter solchen vier EinJmten zu einer Darstellung 
sämtlicher Einheiten in K{ff) in der oben genannten Weise alsbald 
hinfuhren. 

Zu diesem Zwecke bilden wir für irgend drei unter den vier 
Einheiten, etwa für b^j s^, Sq, die natürlichen Logarithmen der Be- 
träge, reell gedacht: 

log|£i| = ai, log|«/! = bi, log'«/'| = q, log|«r| = bi, 
logl^aHö«, log |£/ 1 = 62, log|e2"Hc2, log|V'|«bsj, (32) 

log I «8 I = Ög, log I «s' I « 63, log I «g" I = Cg, log I £3"' I = bg. 

Von diesen 12 Werten a^, bj, . . . bg sind dann a^, bj, Cg sämtlich > 0, 
alle übrigen Werte sind < und es ist dabei 

Oj+bi + q + bi-O, 

ag + bj + Cg + bg^O, (33) 

ag + bj + Cg + bg = 0. 

Wir werden nun zunächst durch eine einfache geometrische Über- 
legung feststellen, daß die Determinante 



Ol 


6. 


Cl 


-b,' 


-bt' 


-b, 


0. 


6. 


-b. 


«s 


t>. 


c. 



-b,' 



-b.' 



— b. 



(34) 



von Null verschieden ist. 

In der Tat: Diese Determinante hat in der Hauptdiagonale lauter 
positive Elemente, alle übrigen Elemente sind negativ und es ist 
dabei in jeder einzelnen Horizontalreihe wegen (33) die Summe der 
Elemente = 1. Wir denken uns nun 
in einer Ebene ein gleichseitiges 
Dreieck von der Höhe 1 gezeichnet 
und setzen als Koordinaten eines 
Punktes in der Ebene die Abstände 
des Punktes von den drei Seiten des 
besagten Dreiecks fest, wobei wir 
einen Abstand positiv oder negativ 
zählen, je nachdem wir, das Dreieck 
in positiver Richtung umkreisend, 
den Punkt jeweils links oder rechts 
von der betreflfenden Seite antreffen 
(Fig. 70). Die Summe der drei Ab- ng. 70. 
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«tände ist dann fttr einen beliebigen Punkt in der Ebene nach einem 
bekannten Satze gleich der Höhe des Dreiecks^ also =» 1. Alsdana 
können wir die drei in den Horizontalreihen von (34) stehenden Werte- 
tripel als Koordinaten von drei Punkten im obigen Sinne auffassen. 
Die drei Seiten des Dreiecks teilen nun^ verlängert; die ganze Ebene 
in 7 Gebiete ein, deren jedes durch ein besonderes, ihm zukommen- 
des Tripel von Vorzeichen der Koordinaten, wie auf Fig. 70 ersicht- 
lich, gekennzeichnet ist. Man sieht hiemach, daß die drei Punkte, 
die wir aus den drei Zeilen der Determinante (34), wie gesagt, ab- 
leiten, bzw. in die drei an die Dreiecksecken anstoßenden Scheitel- 
räume zu liegen kommen; infolgedessen können diese drei Punkte 
offenbar nicht in einer Geraden Kegen und daher muß die Determinante 
(34) notwendig + sein.*) 

Jetzt erweist sich unmittelbar auch die Determinante 



<h, 


K 


Cl 


0,, 


K 


c. 


«s» 


K 


«s 



als + und wenn wir nun in einem räumlichen Parallelkoordinaten- 
flystem der J, p, J mit dem Nullpunkte D die drei Punkte (a^, bi, q) 
~ ®i; (^; ^2^ ^) "^ ®2; (^? ^3; ^s) =" ®8 fixieren, so werden hiernach 
die vier Punkte D, ©i, ©g? ®3 nicht in eine Ebene fallen. Wir leiten 
dann aus diesen Punkten vermöge der vektoriellen Beziehung 

für einen variablen Punkt © neue Koordinaten X, ^, 3 ^^) welche 
mit den Koordinaten ^, p, J durch die Beziehungen 

S^OiX + 03,3) + 033, 

9 = biX + b,3) + b33; (35) 

j = qX + Cj2) + C83 

verbunden sind, und gewinnen zugleich ein dreidimensionales Gitter 
in X, 3), 3; indem wir X, ^, 3 alle ganzen rationalen Zahlen durch- 
laufen lassen. Jedem Pimkte © = (X, 2), 3) dieses Gitters ordnen 
wir nun durch die Bildimg 

s^^s^^s^^^^ (36) 

eine Einheit ö in K(d) zu; für dieselbe ist dann jedesmal 

log|(y|=E, log|(y'|=9, log|^"|=j. 

*) Einen arithmetischen Beweis des hier bewiesenen Satzes habe ich in den 
Oöttinger Nachrichten, Math.-phys. El. 1900, S. 90 gegeben. Die hier dargelegte 
geometrische Betrachtungsweise liefert eine ganze Reihe von Sätzen über das 
Nichtverschwinden von Determinanten infolge linearer Bedingungen für die 
Koeffizienten. 
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Durch die Form (36) werden jedoch ii^ aUgemeiiien ^pclj, nicht 
sämtliche Einheiten in K{ß) erschöpft sein; bedeutet nämlich r ßine 
beliebige Einheit in K(0)f so wird der zur Größe, ..r im Koordinaten- 
system der E, r), j vermöge 

log|r|=j, log|r'|=9, loglr"| = J (37) 

zugeordnete Punkt (j^ 9, j) nicht notwendig ein Gitterpunkt in X, 3), 3 
sein müssen. Es ist aber leicht festzustellen^ daß die gesamte Menge 
der verschiedenen Punkte (j, r), j), welche in der hier bezeichneten 
Weise aus den sämtlichen Einheiten r in K(d) hervorgehen, ein 
Gitter für sich bildet. 

Sind nämlich (j, r), j), (^, rf, j*) zwei Punkte dieser Punkt- 
mengC; etwa den Einheiten r, r* bzw. entsprechend, so gehört der 
Punkt (e* — E? 9* — 9? S* ■" j)? ^^ ^^ Größe T*/r ebenfalls eine 
Einheit ist und hier auf diesen letzteren Punkt führt, wiederum der- 
selben Menge an; damit besitzt diese Punktmenge die für ein Gitter 
notwendige parallelogrammatische Grundeigenschaft.*) 

Femer enthält das Grundparallelepiped in X, 3), 3? gegeben durch 

0^X<1, 0^3)<1, 0^3<1, (38) 

nur eine endliche Anzahl von Punkten, die durch Einheiten r gemäß 
(37) geliefert werden. Denn liegt für eine Einheit r der zugehörige 
Punkt (e, t), j) im besagten Grundparallelepiped, so folgen für den 
Betrag von r und für die Beträge der zu r bzw. konjugierten Werte 
t', r", r'" aus den Gleichungen (35), (37), der Gleichung 

TT T r = 1 



und den Ungleichungen (38) bestimmte obere Grenzen; aus den letz- 
teren lassen sich weiter obere Grenzen für die Beträge der (rationalen 
ganzen) Koeffizienten in einer jeden solchen biquadratischen Glei- 
chung entnehmen, welche ein Quadrupel von Einheiten r, r', t'y r'" 
von der bezeichneten Art zu Wurzeln hat; aus diesem Umstände folgt 
aber unmittelbar die Endlichkeit der Anzahl von Quadrupeln der be- 
zeichneten Art, sonach auch die Endlichkeit der Anzahl von Punkten 
{h Vf i)} welche diesen Quadrupeln entsprechen. 

Nachdem hiermit gezeigt ist, daß die den Einheiten in K(d) ge- 
mäß (37) entsprechenden Punkte (j, p, j) die genannten zwei Eigen- 
schaften haben, können wir nunmehr die gesamte Menge dieser 
Punkte als Gitter mittels der schon so oft verwendeten Methode, 
durch Adaption an das enthaltene Gitter in 3£, 9D, 3? nachweisen. 



*) Darunter verstehen wir zutreffendenfalls die Eigenschaft einer Punkt- 
menge^ mit drei Ecken eines Parallelogramms stets zugleich auch die vierte zu 
enthalten. 

Minkowski, diophant. Approximationen. 1 
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Wir Sachen unter den besagten Punkten drei spezielle^ 2^i, 2^j, 2^,, 
heraus, wobei ^^ auf der Geraden 0@i dem Punkt D am nächsten 
liege und von D verschieden sei, %^ in der Ebene D@x@2 möglichst 
nahe an der Geraden 0@i, doch außerhalb derselben liege, ^^ außer- 
halb der Ebene D@i@2, dabei möglichst nahe an derselben liege; 
dann geht aus dem Tetraeder D^^J'^J^j vermöge der vektoriellen 
Beziehung 

DX = u • OSTi + ü • DXg + xo • 0^3, 

worin u, t), tt) alle ganzen rationalen Werte durchlaufen, in den 
Punkten % das ganze in Bede stehende System von Punkten und 
offenbar als ein Gitter hervor. 

Sind nun tj, r,, t^ drei Einheiten in K(0), die durch ihre Be- 
träge und die Beträge der dazu bzw. konjugierten Einheiten im letzteren 
Gitter der u, t), VD eben auf die drei Punkte 2^i; 2^2, Xg bzw. hinfahren, 
so entspricht einem jeden Gitterpunkte (u, t), xo) in dem bezeichneten 
Gitter vermöge 

eine Einheit t in K(0)] umgekehrt erscheint einer jeden beliebigen 
Einheit t in K(0) ein Gitterpunkt (u, V, xo) hier eindeutig derart zu- 
geordnet, daß 



oder 



1 *2 *8 



^'^r"^^'^3"""'; = i 



ist und zudem die analogen Gleichungen für die zu t konjugierten 
Einheiten r', t" und — wegen | xxx'%"' | = 1 — schließlich aach 
für %"* statthaben. Nun wird rT~'»T^*'T^* ebenfalls eine Einheit und 
da nach dem soeben Bemerkten der Betrag derselben und jeder der 
dazu konjugierten Zahlen = 1 ist, so ist diese Einheit notwendig eine 
Einheits Wurzel, also hier (in einem reellen Körper) ± 1; wir haben 
daher: 

Hiermit ist der folgende Satz bewiesen: 

XXXV. In einem biqtmdratischen Körper, ivelcher reell ist und 
lauter reelle konjugierte Körper hat^ lassenfi sich stets drei Einheiten 
derart angeben, daß eine jede Einheit des Körpers sich in eindeutiger 
Weise als ein Produkt aus einer Einheitswurzel im Körper und aus 
Potenzen jener drei Einheiten mit irgendwelchen rationalen ganzzoMigen 
Exponenten darstellt, — 

Wir betrachten nun als weiteres Beispiel einen solchen biquadra- 
tischen Körper Jf(ö), welcher selbst reell ist und unter den konju- 
gierten Körpern einen reellen, K{0'"\ und zwei konjugiert -komplexe. 
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K(6'\ K{6"), hat. In diesem Falle kann man nach Satz XXXIV in 
K(ff) drei Einheiten e^^ s^y £3 derart angeben, daß 

«2 < 1? ^2 I = I *2 i > 1? «8 I < 1^ 

ist. Alsdann lassen sich sämtliche Einheiten in K{d) durch irgend 
zwei dieser Einheiten, z. B. e^, e^} ^hleiten. 

Um dies darzutun, bilden wir die natürlichen Logarithmen 

logl^il-Oi, log|«i'Hlog|£/'|«ibi, log|fi'"|-Ci, .gg. 
log I «2 i = Oj, log IV H log I «2" I = ^bg, log j £/" I « Cj, 

reell genommen, nnd haben dann: 

a,>0, bi<0, q<0, . 

a2<0, b2>0, C2<0; ^ ^ 

Ol + bi + q = 0, 

Og + bg + c^-O. ^ '^ 

Wir ordnen hierauf in einem ebenen ParaUelkoordinatensystem 
der j:, t) den Einheiten s^y €^ bzw. die Punkte ®i = (Oi, b^), ©j « (a^, bg) 
zu; dieselben liegen mit dem Nullpunkte D nicht in einer Geraden, 
da wegen (40) 

aj, bi 

Ug, b^ 



+ 



ist; sonach können wir aus diesen zwei Punkten durch den für einen 
variablen Punkt @ gemachten Ansatz 

D© = x-Dei + ?)-oe2 

ein zweidimensionales öitter in X, 3) ableiten. Ordnen wir nun über- 
haupt einer jeden Einheit r in K{0) einen Punkt (jr, p) in der Ko- 
ordinatenebene durch die Gleichungen 

¥ = log|T , p = 21og|r I 

zu, dann wird die Menge der so erhaltenen Punkte im allgemeinen 
nicht vollständig in dem Gitter der 3^, S) aufgehen; doch stellt es 
sich heraus, daß diese Punktmenge, in der jenes Gitter jedenfalls 
enthalten ist, als Ganzes wieder ein Gitter bildet, und dieses kann 
dann in der bekannten Weise aus zwei entsprechend gewählten Punkten 
2^1, 2^2 ^ Verbindung mit O abgeleitet werden. Sind hernach r^, iTg 
zwei den Punkten X^, X^ ^^w- entsprechende Einheiten in -2^(0), so 
zeigt es sich analog, wie in dem vorhin behandelten Falle, 

10* 
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XXXV. da/3 jec?e Einheit r in K{ß) in der Form 

darstellba/r ist, wobei O" eine Einheitswurzel in K{0), also hier wiederum 
± 1 ist, und u, t) ganze rationale Zahlen sind. — 

Die hier durchgeführten Betrachtungen lassen sich auf Körper 
beliebig hohen Grades übertragen. Dabei ist nur zu bemerken, daß 
in solchen Körpern, welche samt alleil ihren konjugierten Körpern 
komplex sind, sich unter umständen auöh andere Einheitswurzeln als 
bloß ± 1 vorfinden können. Das allgemeine Resultat, zu dem man 
gelangt, lautet dann, wie folgt: 

XXXVI. Ist K{0) ein Körper n-ten Grades und befinden sich 
unter den n konjugierten Körpern, von denen K{G) einer isty insgesamt 
r redte Körper und s Fakire Jconju^iert-kompleoper Körper, so lassen 
sich in K{&) r + s — 1 Einheiten (cmf unendlich viele Weisen) derart 
angeben, daß jede beliebige Einheit in K(ff) sich als ein Produkt von 
Potenzen dieser r + s — 1 Einheiten, mit jeweils ganz bestimmten ganz- 
zahligen rationalen Eocponenten, u/nd aus einem ZusatzfaMor, bestehend 
in eitler Einheitswurzd des Körpers, darstellt. 

Dieser Satz verliert auch für den Körper der rationalen Zahlen 
und für quadratische Körper mit negativer Diskriminante seine Gültig- 
keit nicht, indem für diese Körper r -{- s — 1 = ist. 

r + 5 — 1 Einheiten in K(d) von der bezeichneten Art nennt man 
ein System von Fundamentaleinheiten des Körpers. 



? -» 



Fünftes Kapitel. 

Zur Theorie der Ideale. 

§ 1. Teilbarkeit der ganzen Zahlen. 

Wenn zu zwei ganzen Zahlen a^ ß eine dritte ganze Zahl y der- 
art existiert, daß a = ßy ist, so sagen wir, daß a durch ß teilbar ist 
und nennen dann ß einen Teiler von «. 

JDurdi eine Einheit ist jede ganze Zahl teilbar. Denn ist s eine 
Einheit und a eine beliebige ganze Zahl, so sind auch 1/^ und (l/s)-a 
ganze Zahlen; wegen 

« = fi • (-i- • «) 

ist dann also a durch s teilbar. 

Wir werden nun speziell immer die Zahlen in einem vorgegebenen 
algebraischen Zahlkörper K(0) ins Auge fassen. 

Aus einer Relation 

a = ßy 

in K{ff) folgen die analogen Relationen 

a = p y y ' ' ' 

in den zu K{0) konjugierten Körpern K{ff), . . ., und durch Produkt- 
bildung geht daraus jedesmal eine entsprechende Relation zwischen 
den Normen von a, j8, y, und zwar 

Nm a = Nm ß Nm y, 
hervor. 

Die Zahlen in K{0\ welche sich aus einer von Null verschiedenen 
ganzen Zahl in K{ff) dadurch ergeben, daß man diese Zahl mit den 
einzelnen Einheiten des Körpers multipliziert, heißen zueinander a^sso- 
ziiert. Assoziierte Zahlen haben offenbar stets dieselben Teiler. 

Wenn wir im folgenden von echten Zerlegungen einer von Null 
verschiedenen ganzen Zahl a in Faktoren im Körper K{d) sprechen 
werden, so werden wir damit derartige Zerlegungen a ^ ßy meinen, 
wobei ßy y dem Körper angehören und ganze Zahlen, aber keine Ein- 
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heiten sind^ also sowohl |Nm/3 1 > 1^ wie { Nm)/| > 1 ist. Jede solche 
von Null verschiedene ganze Zahl, welche im Körper keine echte Zer- 
legung besitzt; also nicht anders in ganzzahlige Faktoren zerlegbar 
ist, als in eine zu ihr assoziierte Zahl und eine Einheit, werden wir 
kurzweg eine nickt zerlegbare Zähl (d. h. in diesem Körper nicht 
zerlegbare Zahl) nennen. 

XXXVII. Eine von NuU verschiedene ganze Zahl eines algebra- 
ischen ZahlkSrpers läßt sich stets in eine endliche Anzahl von nickt 
zerlegbaren, diesem Körper angdiörenden ganzzahligen Faktoren zerlegen. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus der analogen Tatsache für den 
Körper der rationalen Zahlen. Damit nämlich in K{ff) für eine ganze 
Zahl « + eine Zerlegung a^ ßy statthabe, muß, wie vorhin aus- 
geführt, vor allem 

Nma = Nm/3 • Nmy, | Nma | = | Nm/3 | • | Nmy | 

sein; da nun bei fortgesetzter echter Zerlegung von a in ganz- 
zahlige Faktoren in K(d) und damit korrespondierend von | Nma | in 
positive rationale ganze Faktoren die letztgenannten bestandig ab- 
nehmen, nie aber die Einheit erreichen dürfen, so müssen wir schließ- 
lich dabei zu einer Zusammensetzung von a aus einer endlichen Anzahl 
solcher Faktoren kommen, die in K(d) nicht weiter zerlegbar sind. 

Jede vorgelegte Zerlegung einer ganzen Zahl können wir noch 
durch Hinzufügen von Einheiten zu den Faktoren und Umstellung 
der Faktoren modifizieren; die so auseinander abzuleitenden Zer- 
legungen bezeichnen wir als voneinander nicht wesentlich verschieden. 

Während nun jede von Null verschiedene ganze rationale Zahl 
wesentlich nur auf eine Weise in nicht zerlegbare ganze rationale 
Faktoren, nämlich in ihre natürlichen Primfaktoren zerfällt*), gilt in 
algebraischen Zahlkörpem das dieser Tatsache unmittelbar Entsprechende 
im allgemeinen nicht: in einem algebraischen Körper hmn unter Um- 
ständen eine gegebene von NuU verschiedene Zahl auf mehrere, wesent- 
lich verschiedene Arten in nicht zerlegbare FaJctoren zerlegt werden. 
Ein einfaches Beispiel eines quadratischen Körpers soll diesen wich- 
tigen Umstand beleuchten. 

Eine allgemeine Bemerkung über die ganzen Zahlen in einem 
quadratischen Körper sei diesem Beispiel vorausgeschickt. Es sei 
ein quadratischer Körper K(6) durch die irreduzible Gleichung 

e^ + aO + b^O 

mit ganzen rationalen Koeffizienten a, b gegeben. Man kann diesen 

Körper anstatt aus ^ — \a + ^Ya^ — 46 auch aus ]/a* — 46 

^^ *) Der Beweis dieses Theorems wird übrigens in den folgenden allgemeinen 
Ausfiihrangen mit enthalten sein. 
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hervorgehen lassen ^ oder auch aus Yd, wobei d die aus a* — 46 
durch Unterdrückung des größten darin aufgehenden quadratischen 
Faktors entstehende Zahl bedeute. Jede ganze Zahl in K(0) läßt 

sich sonach in der Form ^ ^ darstellen, wobei u, v, w teiler- 
fremde ganze rationale Zahlen sind. Damit umgekehrt eine Zahl 

— — — — mit ganzen rationalen teilerfremden u, v, w ganz sei, ist es 
hinreichend und notwendig, daß die Koeffizienten der Öleichung 

( u + vYd \{_^-vy~d\_^,_^^.^'-fä_^ (1) 

\ w J\ w / w w* ^ ^ 

ganze Zahlen sind. Vor allem muß dann also w ir 2u aufgehen; 
würde aber w mit u einen Teiler ^ > 1 gemein haben, so müßte 
weiter v^d durch t^ und in der Folge, da d keinen quadratischen 
Teiler + 1 enthält, v durch t teilbar sein, also wären m, v, w nicht 
teilerfremd; sonach muß w notwendig ein Teiler von 2 sein.*) Für 

iv ^ 1 stellt die Form "^^ ^ selbstverständlich ssluzb Zahlen dar. 

w ^ 

Dagegen wird — *^ nach der Gleichung (1) dann und nur dann 

iii — — 9} d 

ganz sein, wenn r ganz ist; da nun tv mit u keinen Teiler 

> 1 gemein haben darf, so muß in diesem Falle u und hernach auch 
V ungerade sein, und setzen wir u == 2m* + 1, i; = 2v* + 1 mit ganz- 
zahligen w*, t?*, so zeigt sich, daß endlich 

l — d 
4 

eine ganze Zahl sein muß; danach erkennen wir in der Ganzzahlig- 

keit von 

d — 1 u — 1 V — 1 

4 ' ~T~' 2 

die vollständigen Bedingungen dafür, daß — '-ö-'-- eine ganze Zahl 
darstellt. 

Auf diese Weise finden wir, daß wenn \ (d — 1) nicht ganz ist, 
sämtliche ganze Zahlen des quadratischen Körpers K(Yd) in der Form 
u + V Yd mit rationalen ganzen Uj v darstellbar sind und also dann 
1, Yd eine Basis in K{Yd) bilden; ist aber \(d^l) ganz, so sind 

außer diesen Zahlen u + v )/rf auch noch alle diejenigen ^^-i^^- ganz, 



*) Die hier behaupteten Umstände lassen sich leicht mit Hilfe des Satzes 
in Kap. I, § 3 ersehen. 
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worin u, v beide ganz rational und ungerade sind^ und iBS bilden dann 
die Zahlen 1, J^ eine Basis in K{yd), — 

Wir betrachten nun beispielsweise den durch die Gleichung 

ö« + 6 = 

definierten Körper. Hier ist rf == — 6, also die erstere Form u -{- v ]/— 6 
im alle ganzen Zahlen des Körpers zutreffend. Die ganze Zahl 
02 ^ _ 6 jg^ßt gjßjj jj^jj jjj diesem Körper einmal in der Weise 

ö^ = — 2 • 3, ein anderes Mal in der Weise ö^ == ö • in ganzzahlige 
Faktoren echt zerlegen und es sind dabei die Faktoren der Zerlegung 
beidemal im vorliegenden Körper nicht weiter echt zerlegbar. Wäre 
nämlich etwa = Y— 6 = /5y, so Würde daraus 6 = Nm/3 • Nmy 
folgen und dies ist, insofern die ganzen Zahlen ß, y nicht Einheiten 
sein sollen, nur so möglich, daß Nm/J, Nmy bzw. mit den Zahlen 
2,3 identisch sind; es gibt aber im vorliegenden Körper keine ganze 
Zahl von der Norm 2 oder 3, da weder die Gleichung w^ + 6t;^ = 2 
noch die Gleichimg m* + 6i?^ = 3 eine Lösung in ganzen rationalen 
it, V zuläßt, und infolgedessen ist ]/— 6 in unserem Körper nicht echt 
zerlegbar. Ähnlich zeigt es sich, daß weder 2 noch 3 im vorliegen- 
den Körper echt zerlegbar sind. 

Auch die Zahl 4 - 0» = 10 läßt sich im Körper Jf (V^) auf 
zweierlei Weise, und zwar: 10 = (2 + 1/^)(2 — j/^^) und 10 = 2 • 5, 
in Faktoren zerlegen, die, wie sofort zu sehen ist, nicht weiter echt 
zerlegbar sind. Derartige Beispiele kann man in beliebiger Menge kon- 
struieren. 

Für einen (ügebraisdien Körper kann solcherweise der Sontz von der 
eiMeutigen Zerlegba/rJceit der ganzen Zahlen in unserlegiare ganzzaUige 
Faktoren fehlen. Dieser Umstand legt aber nur den Gedanken nahe, 
daß in einem derartigen Körper die Zahlen im gewöhnlichen Sinne 
nidit die einfachsten Elemente sind, mit denen die Theorie der Teilbar- 
keitsgesetze für diesen Körper aufzubauen ist. Und in der Tat sind in 
diese Theorie Zahlen in einem erweiterten Sinne des Wortes, soge- 
nannte ideale Zahlen^ eingeführt worden, welche wieder eine eindeutige 
multiplikative Zerlegung in unzerlegbare Elemente gestatten und da- 
durch erst eine natürliche und einfache Ausgestaltung der fraglichen 
Theorie ermöglichen.*) 



*) Kummer hat zuerst Begriff und Namen der idealen Zahlen in der 
Theorie der aus Einheitswurzeln abgeleiteten Körper geschaffen. (Vgl. Joum% 
für Math. Bd. 36 (1847), Bd. 40 (1860); (Liouville) Joum. de Math. t. 16 (1861); 
Abh. der Berliner Akad. 1866.) Hernach haben Kronecker und Dedekind 
diesen Begriff allgemein für beliebige Zahlkörper gebildet. Dedekind setzte 
seine Theorie auseinander in dem letzten Supplement zur zweiten und den fol- 
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Wir wollen zuiiächsi die Grunde für die Einführung der idealen 
Zählen näher auseinandersetzen. 

§ 2. Ideale. 

Wenn zwei ganze rationale Zahlen a, h, die nicht beide Null sind, 
den größten gemeinsamen Teiler t haben, so ist jede Zahl, welche 
aus der linearen Form ax + hy durch Einsetzung beliebiger rationaler 
ganzzahliger Werte für Xj y hervorgeht, durch t teilbar; und umgekehrt 
ist dann zunächst t selbst und weiter auch jede durch t teilbare Zahl 
in der Form ax + ^y iiait ganzzahligen x, y darstellbar. Die Gesamt- 
heit aller dieser ax + by ist somit mit der Gesamtheit aller durch t 
teilbaren ganzen rationalen Zahlen identisch und kann darum gewisser- 
maßen als ein Bild des Teilers t gelten; wir bezeichnen diese Ge- 
samtheit von Zahlen mit (a, b) und dieses Symbol soll zugleich den 
größten gemeinsamen Teiler von a und b bedeuten. Sind insbesondere 
a, b teilerfremd, dann bedeutet (a, b) den Inbegriff sämtlicher ganzer 
rationaler Zahlen und stellt andererseits die Einheit vor. 

Analog kann man den größten gemeinsamen Teiler beliebig vieler 
ganzer rationaler Zahlen, die niefit sämtlich verschwinden, charakteri- 
sieren. 

Sind nun in einem Zahlkörper K(d) zwei ganze Zahlen a, ß, die 
nicht beide verschwinden, vorgelegt und ist r ein gemeinsamer Teiler 
derselben, so ist zwar eine jede Zahl von der Form al •\- ß^i, wobei 
X, (i, hier und im folgenden, beliebige ganze Zahlen in K{d) bedeuten 
sollen, durch r teilbar; es braucht dann aber nicht immer einen 
solchen Teiler r von a und ß zu geben, daß auch umgekehrt dieses r 
und damit alle durch r teilbaren Zahlen des Körpers in der Form 
aX + ßii darstellbar wären. 

In der Tat, wenn etwa «, ß durch keine ganze Zahl in K(0)y ab- 
gesehen von den Einheiten, beide gleichzeitig teilbar sind, so kämen 
für t hier eben nur die Einheiten in Betracht und es wäre die Frage, 



genden Auflagen von Diricblet's Voilesungen über Zahlentheorie; vgl. femer 
seine Arbeiten in: Bull, des sc. math. et astron. 1. sdr. 11, 2. s^r. 1 (1877); Abb. 
der Gott. Ges. d. Wiss. Bd. 23 (1878), Bd. 29 (1882). Kronecker veröffentlichte 
seine Untersuchungen ausführlich zuerst in der Festschrift zu Kummers ÖOjähr. 
Doktor-Jub. Berlin 1882, abgedr. im Journ. für Math. Bd. 92. 

Genauere Literaturnachweise über dieses Gebiet findet man in Web er 's 
Algebra Bd. 11 S. 494 d. I. Aufl., wie auch in Hilberths Bericht über die Theorie 
der algebraischen Zahlkörper im Jahresber. der deutschen Math. Vereinig. Bd. IV 
(1897). — Seit die vorliegende Vorlesung gehalten wurde, sind noch Darstellungen 
der Idealtheorie in den Lehrbüchern von P. Bachmann, Allgemeine Arithmetik 
der Zahlenkörper (Zahlentheorie, Teil V), bei B. G. Teubner 1906, und von 
J. Sommer, Vorlesungen über Zahlentheorie, bei B. G. Teubner 1907, gegeben 
worden. 
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ob notwendig jede Zahl in K{ff)y insbesondere also die Zahl 1, sich 
in der Form aX + /Jft darstellen läßt. Nehmen wir nun beispielsweise 
die Zahlen 5, 2 + ")/— 6 in dem vorhin betrachteten Körper -K'()/— 6), 
80 würde aus 

(2+V^)A + 5^==l (2) 

durch Multiplikation mit (2— ]/^6)/5 

folgen, also müßte die Zahl (2 — ]/— 6)/5 mit der Norm f ganz sein, 
dies ist aber ausgeschlossen. Die Gleichung (2) hat somit keine 
Lösung in ganzen Zahlen X, ft, trotzdem 5 und 2 + ]/— 6 im vor- 
liegenden Körper keinen von den Einheiten verschiedenen gemein- 
samen Teiler haben; der Inbegriff (a, ß) der Zahlen von der Form 
«>l + /Sfi ist also im vorliegenden Falle, trotz anscheinend teilerfremder 
«, /3, nicht identisch mit dem Inbegriff der ganzen Zahlen in K{ff). 

Suchen wir die hier angetroffene Abweichung der Umstände in 
einem algebraischen Körper von denen im Körper der rationalen 
Zahlen aufzuklären. 

Wenn eine ganze rationale Zahl ^, die + ist, im Körper der 
rationalen Zahlen zwei wesentlich verschiedene echte Zerlegungen hat, 

so schließen wir daraus, daß jeder Faktor in der einen Zerlegung mit 
mindestens einem Faktor in der anderen Zerlegung einen von 1 ver- 
schiedenen Teiler gemein hat, also gewiß mindestens eine der Un- 

irleichheiten 

(a,6) + (l), (a*,6) + (l) 

statthat, unter (1) die Gesamtheit der ganzen rationalen Zahlen ver- 
standen. Haben wir es dagegen mit algebraischen Zahlen (H» 0) zu 
tun, wie in dem Beispiel in Z'(')/— 6): 

10 = (2 + -|/=n5)(2 - ]/^) = 2-5, 



so wäre da der Schluß, daß 2 -f-)/— 6 oder doch —}/—() und 5 einen 
von den Einheiten verschiedenen Teiler in Ä'(]/— 6) gemein haben, 
falsch; nichtsdestoweniger ist aber nach dem, was wir soeben aus- 
geführt haben, 

(2 + y-^, 5) + (1) und desgleichen (2 -)/=^, 5) + (1); 

dabei soll allgemein unter (y) der Inbegriff aller Zahlen vy iva Körper 
mit ganzzahligen i/, also speziell unter (1) der Inbegriff sämtlicher 
ganzer Zahlen des Körpers verstanden werden. 

Dieser Sachverhalt führt unmittelbar dazu, im Körper neben den 
einfachen Zahlen, wie vorhin a, /3, auch die Inbegriffe (a, ß\ die durch 
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Zusammenfassung aller Zahlen von einer Form al'{'ßfi entstehen^ 
der Betrachtung zu unterziehen; es zeigt sich dann, daß für derartige 
Inbegriffe nach Einführung entsprechender Definitionen die Gesetze der 
mtdtiplikativen Zahlentheorie wieder mit ihrem ursprünglichen, dem Körper 
der rationalen Zahlen eigenen WorÜawte gelten. Solche Inbegri£Pe sind 
eS; die Dedekind unter dem Namen der Ideale in die Zahlentheorie 
eingeführt hat. 

Sind cL^y Oj, . . ., Uj^ beliebige ganze Zahlen eines Körpers K{0\ 
so verstehen wir unter dem aus diesen Zahlen heryorgehenden Idedly 
in Zeichen dem Ideal 

in K{ß), den Inbegriff aller derjenigen Zahlen in K{ff)y welche sich 
irgendwie in der Form 

darstellen, wobei f«i, jt^, . . ., ii^ irgendwelche ganze Zahlen in K{0) 
sein dürfen. Bei dieser Begriffsbildung des Ideals soll immer still- 
schweigend angenommen werden , daß die zugrunde liegenden Zahlen 
a^y a^y , , ,y Uj^ nicht sämtlich Null sind; jedes Ideal soll also stets 
auch von Null verschiedene Zahlen enthalten. 
Wir nennen zwei Ideale 

gleich, wenn sie aus genau derselben Gesamtheit von Zahlen bestehen, 
wenn also jede Zahl des einen in dem anderen enthalten ist und um- 
gekehrt. Hierfür ist, wie man sofoii; sieht, erforderlich und hinrei- 
chend, daß jede der Zahlen ßi, ß%y - - •, ßk ^^^^ ^^ ^ ^^^ J®^® ^®^' 
Zahlen a^, cf^; • -7 ^a ^^^ ^ ^ vorfinde. 

Der einfachste Fall eines Ideals ist die Gesamtheit aller mög- 
lichen Produkte iia einer einzelnen von Null verschiedenen ganzen 
Zahl a des Körpers in beliebige ganzzahlige, im Körper enthaltene /l&: 

a ^ («); 

ein solches Ideal heißt ein Hauptideal. 

Das Hauptideal (1) ist mit dem Inbegriff aller ganzen Zahlen des 
Körpers identisch; wir bezeichnen es auch mit o. 

Sind zwei Hauptideale («), (/3) im Körper einander gleich, so 
muß es hiemach im Körper zwei ganze Zahlen X^ (i geben, so daß 

ß = fiKy a == Iß 
wird; alsdann ist 

a =« Ifia 
oder 

was nur so stattfinden kann, daß A, fi zueinander reziproke Einheiten, 
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also Uy ß zueinander assoziierte Zahlen sind. Gleiche Hauptideale be- 
stimmen somit bis auf eine Einheit als Faktor eine und dieselbe 
(von Null verschiedene) ganze Zahl. 

Auch ein aus beliebig vielen gegebenen ganzen Zahlen des Körpers 
hervorgehendes Ideal kann ein Hauptideal sein. In diesem Falle 
definiert es den größten gemeinsamen Teuer der gegebenen Zahlen in 
ganz entsprechender Bedeutimg, wie dieser Begriff im Körper der 
rationalen Zahlen auftritt. Denn ist etwa 

(«i;«2) = («); 

SO muß es ganze Zahlen /t^, ^i^y Ky ^2 ^^ Körper derart geben ^ daß 

wird; nun folgt aus den zwei ersten dieser Gleichungen, daß a gemein- 
samer Teiler von «j, a^ ist, aus der dritten, daß a durch jeden ge- 
meinsamen Teiler von a^, a^ teilbar ist, also aus allen drei Gleichungen 
zusammen, daß das Ideal {a^, a^ genau mit dem Inbegriff aller Viel- 
fachen eines gewissen sogenannten „größten" gemeinsamen Teilers 
von a^^ «2 identisch ist. 

§ 3. Basis eines Ideals. 

Wir wollen die weiteren Entwicklungen über Ideale an dem 
Beispiel eines kubischen Körpers K{ff) vornehmen. 

Im Anschluß an die in Kap. IV § 2 für den Inbegriff der ganzen 
Zahlen in K(ß) gegebene geometrische Darstellung läßt sich auch 
für ein beliebiges in K{d) gegebenes Ideal a == («i, c^g, . . ., aj ein 
geometrisches Bild gewinnen. Es sei 

eine Basisform für den Körper K(d), Wir deuten x^ y, z als Parallel- 
koordinaten im Räume und wollen das Gitter in Xy y, 0, welches ein 
geometrisches Bild für die sämtlichen ganzen Zahlen in K(d) liefert, 
mit ÖJ(o) bezeichnen. Dann bildet die Menge aller jener Punkte in 
@(o), welche speziell den Zahlen des Ideals a entsprechen, ebenfalls 
ein dreidimensionales Punktgitter, ÖJ(a). In der Tat: erstens besitzt 
diese Punktmenge die parallelogrammatische Grundeigenschaft eines 
Punktgitters, indem aus beliebigen zwei Zahlen des Ideals, 

durch Subtraktion eine Zahl 

hervorgeht, die jedesmal wieder dem Ideal angehört; und zweitens 



§ 3. Basis eines Ideials. 157 



liegen die Punkte Ton ®(a) nicht sämtlich in einer Ebene; denn be- 
deutet a eine beliebige Zahl »)» ^ i^ ^; ^^ liegen jedenfalls diejenigen 
drei Punkte von @(a), welche den drei (offenbar dann ebenfalls in a 
enthaltenen) Zahlen cfo^, a(D^, afo^ bzw. entsprechen^ sicher nicht in 
einer Ebene mit dem Nullpunkte^ indem die Diskriminante der ge- 
nannten drei Zahlen 

A^(aaji, ofß'2? ^^3) =^ (Nma)^ • A*(Oi, (»3, CO3), 

also + ist. 

In der wiederholt dargelegten Weise können wir sonach in ®(a) 
auf unendlich viele Arten drei Punkte 

bestimmen, so daß aus dem Tetraeder ÖC^C^C^ sich das ganze Gitter 
®(a) ableitet, als die Gesamtheit derjenigen Punkte S = (X, F, Z) 
in ®(o), für welche die vektorielle Relation 

OS^XOC. + Y'OC^ + Z^ OC^ 

mit ganzzahligen rationalen X, Y, Z besteht. Sind nun yiyy2fys ^^®" 
jenigen ganzen Zahlen in K{0)y welche den Punkten C^^ C^y C^ in 
@(o) bzw. entsprechen, also in a enthalten sind und mit den Basis- 
zahlen Ol, ojg; 033 von K'{ff) mittels der Gleichungen 

72 « p^(o^ + q^cD^ + rgoij, (3) 

zusammenhängen, so entspricht jedem Punkte (X=P, Y=^ Q^ Z=^R) 
des Punktgitters @(a) eine Zahl in a, nämlich Py^ -f Qy^ + Ry^^ 
und umgekehrt läßt sich jede Zahl des Ideals a in der Form 

Pyi + Qy2 + ^Yz 

mit ganzzahligen rationalen, eindeutig bestimmten P, Q, R darstellen. 
Daraus folgt der Satz: 

XXXVIII. In einem Ideal eines kubischen Körpers lassen sich stets 
(auf unendlich viele Weisen) drei Zahlen derart angeben, daß durch 
dieselben sich jede Zahl des Ideals linear homogen mit gan^zahligen 
rationalen Koeffisienten, und zwwr nur in einer Weise, darstellen läßt. 

Drei Zahlen im Ideal von der bezeichneten Eigenschaft heißen 
eine Basis des Ideals, 

Ist das Ideal ein Hauptideal (a), so bilden direkt die drei Pro- 
dukte am^y cco^, cc(x)^ eine Basis desselben; denn da jede ganze Zahl 
/t des Körpers sich in der Form 
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mit ganzen rationalen p, g, r darstellt^ so folgt hieraus fQr jede Zahl 
4i€C in (a) die Darstellung: 

Sind yi, y^? ^s beliebige drei ganze Zahlen in K(6) mit nicht 
verschwindender Diskriminante, so führt die Gesamtheit derjenigen 
ganzen Zahlen in Ä'(ö), welche sich in der Form Py^ + Qy^ + Ry^ 
mit ganzzahligen rationalen P, Q, B darstellen, — genannt der Modul 
[Vif y%} yz\y — immer auf ein in ®(o) enthaltenes dreidimensionales 
Gitter; indessen muß eine solche Gesamtheit von Zahlen nicht not- 
wendig ein Ideal vorstellen. Soll sie nämlich ein Ideal sein, so 

müssen auch sämtliche Zahlen f^i^i + /*2y8+ f^s^s? wobei f^i; f^2; /^ 
ieliebige ganze, nicht bloß rationale, Zahlen in K(0) sind, ebenfalls 
diesem Ideal angehören, also in der Form 

Pn + Qn + i^n 

mit ganzen rationalen P, Q, i2 darstellbar sein. Vor allem müssen 
dann somit auch die Zahlen 

n^ij r^^iy r$^i7 

rif^i^ ri^iy n^iy (4) 

n^sy y^ö^s; nö's 

in der besagten Form darstellbar sein. Diese letztere Bedingung ist 
aber auch hinreichend dafür, daß der Modul [y^, y^, yj] ein Ideal vor- 
steDt; denn sobald sie erfüllt ist, läßt sich jede Zahl 

in der besagten Form darstellen, indem sie sich aus den neim Zahlen 
(4) linear homogen mit ganzzahligen rationalen Koeffizienten zu- 
sammensetzen läßt. 



§ 4. Norm eines Ideals. 

Bilden wir für ein gegebenes Ideal a die Diskriminante einer 
in den Ausdrücken (3) dargestellten Basis y^, yg; ?s desselben, so er- 
gibt sich: 
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diese Diskriminante wird also gleich dem Produkt aus der Diskrimi- 
nante des Körpers in das Quadrat der Determinante 
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Qu &; 98 

Den Betrag dieser letzteren Determinante, welcher, wie sogleich deut- 
lich werden wird, Ton der Wahl der Basis y^, y,, j/j in a unabhängig 
ist, bezeichnen wir als die Norm des Ideais a, in Zeichen: Nma. 
Ist a ein Hauptideal, ^ (a), so kann für dasselbe (vgl. § 3) 

yi = acii, yj-aog, y» = «»s (6) 

als Basis angenommen werden und es wird dann 

^\riy r2y rs) - ^\^u »a, ^9) • (ccccVy = A^((öi, CD2, cjj) . (Nma)^; (7) 

sonach ist die Norm eines Hauptideals (a) bis eventuell auf das Vor- 
zeichen , (das ja bei der Norm eines Ideals stets positiv ist), gleich 
der Norm der Zahl et, aus welcher das Hauptideal hervorgeht. Da- 
durch erscheint die Verwendung des Wortes „Norm'^ auch hier bei 
den Idealen gerechtfertigt. 

Die Norm eines Ideals a hat eine einfache geometrische Be- 
deutang: sie ist gleich dem Volumen des GrundparalMepipeds im Gittet* 
®(a), weldies die ZcMen des Ideals a repräsentiert, — bezogen auf das 
Grrundparallelepiped des die Gesamtheit der ganzen Zahlen des Körpers 
darstellenden Gitters ®(o) als Volumeneinheit. Denn bezeichnen wir,, 
wie in §3, mit x, y, z die dem Gitter ®(o) zugrunde gelegten Ko- 
ordinaten und mit X, Y, Z diejenigen für ®(a), so ist, bei den von 
uns in § 3 angewandten weiteren Bezeichnungen 

y = g,X + g,r+feZ, (8) 

z^rJi + r^Y-^r^Z 

und folglich berechnet sich das Volumen des Grundparallelepipeds 
von ®(a) in den x, y, ^er- Koordinaten zu 
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Wir können dieser Tatsache, wenn wir eine hierauf passende Be- 
merkung in Kap. III § 13 (S. 88) beachten, auch durch die Aussage 
Ausdruck geben, daß Nm a der Anzahl derjenigen Gitterpunkte in 
@(o) gleichkommt, tvdche dem Bereiche 

0^X<1, o^r<i, 0^Z<1 

des Gruiidpa/raUdepipeds von ®(a) angeMren, Mit Rücksicht darauf 
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können wir den reziproken Wert von Nma auch als die Dichte des 
Ideals a (seil, relativ zum Ideal o) bezeichnen. 

§ 5. Äquivalente Ideale. Idealt^Iassen. 

Wenn für zwei Ideale a, b in dem vorliegenden kubischen Körper 
K{ff) solche Basiszahlen cc^^cc^ycc^ resp. ß^, ß^, ß^ angebbar sind, die 
einander proportional sind, so daß also 



0^^ _ «8 __ Oj 



ßi ft ft 

gilt, so nennt man die Ideale a, b einander äquivalent und schreibt 
dies in Zeichen: 

a '^ b. 

Es läßt sich alsdaim zu jeder beliebigen Basis «j* a^*? ^$* i^ ^ ^^^^ 
Basis ßj*y ß^^y /Jj* in b derart angeben, daß die Elemente der einen 
proportional sind den Elementen der anderen, — wodurch erst der 
Begriff der Äquivalenz unabhängig von der Auswahl eines besonderen 
Paars entsprechender Basen in den Idealen wird. Denn die Basis 

^*j ^2*) ^8* 8®^* *^^ ^1? %? ^8 jedenfalls durch eine lineare homogene 
Substitution mit ganzzahligen rationalen Koeffizienten und mit einer 
Determinante 4: 1 hervor und dieselbe unimodulare Substitution er- 
gibt, auf die Zahlen ß^y ß^, ß^ angewandt, drei Zahlen ß^, jS^*, ß^, 
welche wieder eine Basis von b darstellen werden; ist nun dabei, der 
Voraussetzung gemäß, etwa 

ßi = X^u ßi-X^y ß9 = X^9y (9) 

worin x ^^^ Zahl (+ 0) in K(6) bedeutet, so folgt daraus sofoi*t im 
Einklang mit unserer Behauptung: 

ß* = j^ a*, ß* = X «^*? ß* - X «8*- 

Zwei Hauptideale (a), (ß) im Körper -£^(0) sind immer äquivalent; 
denn aus einer Basis o^, 02; (o^ des Körpers ergeben sich in der 
Form ac3^y ao^, ccco^'^ ßco^, ßco^, ßG)^ Basen der zwei genannten 
Hauptideale,, woraus unmittelbar die Proportionalität dieser letzteren 
zwei Basen, mit dem Quotienten x = iß/^)> einleuchtet. Sonach ist ein 
beliebiges Hauptideal im Körper äquivalent dem Hauptideal (1). 

Die Äquivalenz von Idealen läßt sich noch auf eine andere 
Weise definieren, wodurch dieser Begriff in ein helleres Licht ge- 
rückt wird. 

Die Gesamtheit der Zahlen im Ideal a bzw. b stellt sich mittels 
einer Basis a^, a^y a^ in a bzw. einer Basis ß^y ß^, ß^ in b in der 
Form 
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bzw^ 

X^, + Yß, + Zß, 



(10) 



dar^ worin X, Y, Z unabhängig voneinander sämtliche ganzen rationalen 
Werte durchlaufen. Wenn also beide Ideale a, b äquivalent sind und 
demgemäß gewisse Basen derselben, etwa eben a^, a^, a^] ß^y ß^, ß^, 
durch Relationen (9) miteinander verbunden sind, so erkennen wir 
aus (10), daß zu jeder beliebigen Zahl a in a dann eine Zahl ß in. h 
derart gehört, daß ß/a gleich dem in (9) bezeichneten Proportio- 
nalitätsfaktor X wird. Denken wir uns nun Xf welches irgend eine 
Zahl im Körper sein mag, als Quotienten zweier ganzer Zahlen des 
Körpers, = (i/v, dargestellt, so haben wir: 

Vß = (ICCj 

d. h.: die Gesamtheit der Produkte edler Zahlen des Ideals a in die 
Zahl [i ist mit der Gesamtheit der Produkte aller Zahlen des Ideals b 
in die Zahl v identisch. 

Wir definieren nun als das Produkt [la eines Ideals 

a = («1, «2? • • •; (^h) 

in eine von Nvdl verschiedene ganze Zahl fi des Körpers den Inbegriff 
sämtlicher Produkte von ft in die Zahlen des Ideals a. Man sieht 
leicht, daß dieser Inbegriff ebenfalls ein Ideal im Körper ist, und 
zwar das aus den Zahlen fia^, ^la^, . . ., /la^ hervorgehende Ideal. 

Sonach lassen sich zu zwei äquivalenten Idealen a, b immer zwei 
von Null verschiedene ganze Zahlen ii, v derart angeben, daß 

vb = iiCi (11) 

wird. Umgekehrt sind zwei Ideale a, b von einem derartigen Zu- 
sammenhange immer einander äquivalent; denn aus einer beliebigen 
Basis von a folgt dann sofort eine hierzu elementenweise proportio- 
nale Basis für 6. Die Äquivalenz von Idealen kann somit durch diesen 
Zusammenhang (11) definiert tverden. 

Es ist unmittelbar klar, daß zwei Ideale, welche demselben dritten 
äquivalent sind, auch untereinander äquivalent sind. Dieser Umstand 
legt die Einteilung aller Ideale eines Körpers in Inbegriffe von unter- 
einander äquivalenten Idealen nahe. Ein solcher Inbegriff heißt eine 
Klasse von Idealen. 

Alle Hauptideale eines Körpers bilden offenbar eine Idealklasse 
für sich, — die sogenannte Hauptklasse. 

Minkowski, diophant. Approximationen. 11 
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§ 6. Endlichkeit der Anzahl der Idealklassen. 

XXXIX. Die Anzahl der sämtlichen in einem algebraischen Zahl- 
körper vorhandenen Idealklassen ist endlieh. 

Den Beweis dieses Satzes werden wir auf Grund bereits in 
Kap. III erledigter zahlengeometrischer Überlegungen führen, wobei 
wir uns, wie bisher, das Beispiel eines kubischen Körpers K(ff) vor 
Augen halten. 

Es sei D die Diskriminante, gji, cog, ojg eine Basis von -£^(0). Wir 
denken uns ein beliebiges Ideal a in K{0) und es sei y^, y^y y^ eine 
Basis von a. Alle Zahlen in a werden dann durch die Form 

= = y,X+y,r+y,Z (12) 

mittels ganzzahliger rationaler X, F, Z geliefert und die dazu konju- 
gierten Zahlen werden bzw. durch die Formen 

H - y/X + y,'r + Y^Z, (12-) 

Z = y,"X + y,"r+y,"Z, (12") 

jedesmal mittels derselben Werte der Variabein, dargestellt. Auf die 
drei Formen (12), (12'), (12"), welche die Determinante 

A(yi,y2,y8)='±y^-Nma 

haben (s. Gleich. (5)), wenden wir den Satz XVII' (S. 80) oder den Satz 
XVIir (S. 82) an, je nachdem B positiv oder negativ ist; danach läßt 
sich im Ideal a eine solche von Null verschiedene Zahl 

ermitteln, welche nebst ihren konjugierten /, y' der Ungleichung 

|yyy'|<s?|y5|Nma (13) 

genügt, wobei der Zahlenfaktor tsr gleich 2/9 oder 8/9 iw: zu nehmen 
ist, je nachdem D positiv oder negativ ist. 

W^ir stellen nun dem Ideal a das aus der Zahl y hervorgehende 
Hauptideal {y) mit der Basis yto^j yc^^y y(x>^ an die Seite; die sämt- 
lichen Zahlen in (y), sowie die dazu bzw. konjugierten Zahlen sind 
dann bzw. in den Formen 

I« y{G}^x + ßjoy + (Oz^), (14) 

n =' r'iPi^ + ^%y + ^z^)y (14') 

f = y"{p^''x + oj/'y + (o^'z) (14"> 

mit ganzzahligen rationalen x, y, z enthalten. 
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Wir Sachen nun in dem Punktgitter @(o) die beiden darin ent- 
haltenen Punktgitter ®(a), ®(y) auf, welche die Ideale a, (y) bzw. 
repräsentieren und deren ersteres durch die Gleichungen (12), (12'), 
(12") auf ein Grundparallelepiped 

0^X<1, 0^r<l, 0^Z<1, (15) 

letzteres durch die Gleichungen (14), (14'), (14") auf ein Grundparallel- 
epiped 

0^^<1, 0^y<l, 0^z<l (16) 

bezogen ist. Da alle Zahlen des Ideals (y) zugleich Zahlen von a 
sind, so ist dabei das Gitter &(y) in dem Gitter @(a) enthalten. Es 
kann sich nun &(y) yöUig mit &(a) decken und anderenfalls können 
wir nach der in Kap. ÜI § 14 gegebenen Methode das dichtere, mehr 
Punkte aufweisende Gitter &{a) an das im Baume weniger dicht zer- 
streute Gitter ®(y) adaptieren, d.h. wir können stets fttr das enthal- 
tende Gitter 0(a) an Stelle von X, IT, Z, durch eine lineare homo- 
gene Substitution mit rationalen ganzzahligen Koeffizienten und einer 
Determinante Hr 1, solche neue Variable X, F, Z auf eindeutig be- 
stimmte Weise einführen, welche mit jenen x, y, z durch Gleichungen 

X='l^x + l^y + l^Zy 

Y = m^y + m^Zy (17) 

Z = n^z 

zusammenhängen, wobei Z^, l^, m^, ^3, m,, n^ ganze rationale Zahlen 
sind und überdies die Bedingungen 

«i>0, m^>0, W8>0, (18) 

0<i-<l, 0<}<1, 0<^<1 (19) 

S-füUt sind. 

Ist nun yi, y^, y^ jene Basis in a, welche den Gitterkoordinaten 
XyYjZ in bewußter Weise zugrunde liegt, so gilt für je zwei 
Systeme rationaler Werte (X, Y, Z\ {x, y, z), welche vermittelst der 
Gleichungen (17) miteinander zusammenhängen, die Relation 

y^X + y^ + y^Z « yco^x + ym^y + yto^z^ (20) 

denn es müssen die Koeffizienten von x,y,z beiderseits überein- 
stimmen. Aus dieser Gleichung und den zwei zugehörigen, die in 
den zu X(ö) konjugierten Körpern statthaben, folgt unter Berück- 
sichtigung von (17), nach dem Multiplikationssatze der Determinanten: 

^{vu 727 n) ' h^^i^i = Mr^iy y^2> r^s)- (2i) 

Nun ist 

11* 



164 V. Zur Theorie der Ideale, 

aus (21) folgt somit: 

r ff 

und hieraus wegen (13): 

Aus dieser letzteren Ungleichung geht hervor, daß hei gegebenem D 
Bunächst für die gamen rationalen positiven Zahlen l^, m^, n^ in (17) 
und hernach, wegen (19), auch für die übrigen Koeffizienten in den 
Gleichungen (17) hier nur eine endliche Anzahl von Wertekombinationen 
in Frage kommen. Es kommen sonach überhaupt für die Substitution 
(17) bei gegebenem D von vornherein nur eine endliche Anzahl von 
Möglichkeiten in Frage. 

Denken wir uns nun die zu (17) reziproke Substitution ge- 
bildet, welche also die Variabein x, y, z durch jene X, Y, Z dar- 
stellt, und sodann durch Einführung dieser Substitution in die Rela- 
tion (20) die Größen yjy^ 7^1 7^ 7^17 durch die Größen ©i, o^, Ö3 
ausgedrückt, so stellen sich die ersteren durch die letzteren linear 
homogen dar^ mit Koeffizienten, welche aus den Größen ?i, ?2, . . ., % 
in bestimmter Weise rational zusammengesetzt sind. Daraus folgt, daß 
auch für die Größen 71/7, 72/7 f 7zl7y ^**^ ^^^ ^^ Folge auch für deren 
Verhältnisse 71:72- 7s *** ^^^ Körper K{6) hier nur eine endliche An- 
zahl von Möglichkeiten vorliegen. 

Auf diese Weise stellt es sich heraus, daß in einem jeden 
Ideal a eines hubischen Körpers K{6) eine derartige Basisform 
y^X + 3>2^ + 73^ existiert, wobei für die Verhältnisse y^ : y^ : y^ von 
vornherein nur eine endliche, durch den Körper bestimmte Anzahl vo'tL 
Möglichkeiten existiert. Da nun einem jeden hier von vornherein 
denkbaren Wertesystem der besagten Verhältnisse wenn überhaupt, 
dann höchstens nur eine einzige Idealklasse in K{ß) entspricht, so 
folgt daraus, daß die Anzahl der Idealklassen in K{ff) endlich ist. 



§ 7. Beispiel. 

Der hier gefundene Beweis des Satzes XXXIX gibt zugleich in 
jedem Einzelfalle die geeigneten Mittel an die Hand, um alle exi- 
stierenden Idealklassen eines gegebenen Körpers wirklich aufzustellen. 
Wir wollen dies hier an Beispielen von quadratischen Körpern er- 
läutern. 

Durch die entsprechenden Überlegungen, wie sie in § 6 für einen 
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kubisclien Körper vorgenommen wurden, kann man für einen quadra- 
tischen Körper die folgende Tatsache gewinnen: Es sei D die Dis- 
kriminante und cd^, cd^ eine Basis des Körpers; bedeutet nun a irgend 
ein Ideal in dem Körper, so existiert in a immer eine Zahl y und 
eine Basis y^y y^y derart, daß identisch in Xy y 

ySiX + l^y) + y^ • m^y = y{(x)^x + (o^y) (22) 

ist, während 2^, Zj, m^ ganze rationale Zahlen sind, die den Un- 
gleichungen 

l^>Oy m^>Oy (23) 

0^l,<m^y (24) 

l^m^<'^\YB\ (25) 

genügen, mit O = ^ oder = 2/5r, je nachdem D > oder < ist. 
Aus (22) folgt alsdann: 

Dabei wird, wie noch bemerkt sei, die Ungleichung (25) durch 
Vermittlung von Sätzen gewonnen, welche jenen XVII', XVIII' analog 
sind und lauten: 

XL. Zu zwei linearen Formen |, ri in zwei Va/riabdnj mit reellen 
Koeffizientefi und nicht verschwindender Determinante A, lassen sich 
immer ganzzahlige rationale Werte der Variabein angeben, die nicht 
beide verschwinden und die Ungleichufig |giy| <4 |A| bewirken. 

Zu zwei linearen Formen i, rj in zwei Variabein mit Tconjugierlr 
komplexen Koeffizienten und nicht verschudndender Determinante A 
lassen sich immer ganzzahlige rationale Werte der Variabdn angeben, 

die nicht beide verschwinden und die Ungleichung |s^|< — |A| be- 
wirken. 

(Der erste dieser Sätze wurde in Kap. II § 6 u. flf. behandelt; der 
zweite ergibt sich als Spezialfall des allgemeinen Theorems YII in 
Kap. II für die Ellipse |l i = i i? | ^ 1 als Eichfigur.) 

Nun wollen wir speziell den quadratischen Körper K{i) der 
vierten und den quadratischen Körper K{j) der dritten Einheitswurzeln 
betrachten; dieselben sind bzw. durch je eine Wurzel der Gleichungen 

definiert. Auf diese Körper wenden wir die oben ausgesprochene 
Tatsache an. 

Für den Körper K{i) ist die in § 1 dieses Kapitels mit d be- 
zeichnete Zahl = — 1, also } (d ~ 1) nicht ganz; daher bilden 1, 

i = y — 1 eine Basis dieses Körpers und also 
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1, i 
1, -f 



-4 



seine Diskriminante. In der Folge wird hier aus (25): 

und also mit Rücksicht auf (23), (24): 

?i = 1, Wg == 1, Zg = 0. 
Jedes Ideal in K{i) besitet demnach eine Ba^is ^i, y», ßr welche (vgl. 26) 



^ = "?« = i 



toird, also weiche zur Basis coi, (o^ des Körpers proportional ist; jedes 
Ideal in K(i) ist somit ein Hauptideal, 

Für den Körper K(J) finden wb: rf = — 3, dabei ist J (d — 1) ganz; 

es bilden sonach 1, l/— 3 noch keine Basis in K(j), wohl aber bilden 
1, j =* '^ — eine solche. In der Folge ist für K{j): 



D 



1, 3 
1, / 



2 



-3 



und geht sonach (25) hier in 



über, woraus mit Rücksicht auf (23), (24) wieder 

l^ = 1, ma = 1, Zg = 

folgt. Somit besitzt jedes Ideal in K(j) eine Basis y^, y^ von der 
Eigenschaft, daß 

^ = ^ = 7 

n «»1 "^ 

wird, und ist datier immer ein Hauptideal. 

Die Körper K{i), K(j) enthalten also keine anderen Ideale als 
Hauptideale. In jedem dieser Körper entsteht daher auch der Begriff 
des größten gemeinsamen Teilers genau so, wie im Körper der rationalen 
ZaMen, Sind nämlich a^, cc^ beliebige zwei ganze Zahlen, die nicht 
beide verschwinden, im Körper K(^ bzw. im Körper K(j), so ist 
das Ideal (cc^, cc^) des betreffenden Körpers nach dem Gesagten immer 
ein Hauptideal, etwa » (a); es muß somit im Körper ganze Zahlen 
^y ^f lh> (h ge^en; so daß 
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wird; und ans diesen Relationen folgt, daß a ein gemeinsamer Teiler 
von a^ und a^ und daß jeder gemeinsame Teiler von a^y a^ zugleich 
Teiler von a ist; also daß a der ^^größte^^ gemeinsame Teiler yon cc^, cc^ 
ist. Daher geUen auch im Körper K{i) sowohl als im Körper K(J) 
für die ganzen ZaMen analoge TeHbarkeitsgesetgey toie für die ganzen 
rationalen ZaMen, und in der Folge a/uch das Gesetz der eindeutigen 
muUipliJcaUven Zerlegbarkeit der ganzen Zahlen in unzerlegbare Zahlen. 



§ 8. Multiplikation von Idealen. 

Wir fahren wieder in der allgemeinen Theorie eines beliebigen 
Körpers -£^(0) fort. 

Unter dem ProduMe ab der zwei Ideale 

Ö — («1, «2, . . ., «*); 6 ^ ißu Ä; • • •; ßk) (27) 

im Körper versteht man das folgende Ideal: 
ab = 

welches also genau alle Produkte aus einer Zahl in a und einer Zahl 
in b und jede Summe aus derartigen Produkten enthalten wird. 

Es ist klar, daß das so definierte Ideal (ib unabhängig ist von 
der Auswahl der Zahlen in a bzw. b, welche zur Festlegung dieser 
Ideale dienten. 

Es liegt auf der Hand, wie diese Definition auf Produkte von 
beliebig vielen Idealen zu erweitem ist. Es ist femer klar, was man 
unter der Potenz eines Ideals mit ganzzahligem positivem Exponenten 
zu verstehen haben wird. 

Für die so definierte Multiplikation von Idealen gilt, wie man 
unmittelbar einsieht^ das assoziative Gesetz und das Tcommutative Gesetz: 

{(xh) • c == a • (bc), 
ab = ba. 

Bezugnehmend auf (27) definiert man femer (a, b) als das fol- 
gende Ideal: 

(a, b) ^ («1, ccj, . . ., «A, ßi, ß^y . . ., /3t). 

Alsdann tritt zu den bezeichneten zwei Gesetzen für die Multiplika- 
tion der Ideale noch ein distributives Gesetz hinzu, indem 

(a,b)-c = (ac,bc) (28) 

wird. 

Es kommt offenbar auf dasselbe hinaus, ob man ein Ideal mit 
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einer ganzen Zahl a (4= 0) oder mit dem aus dieser Zahl hervor- 
gehenden Hauptideal (a) multipliziert (vgl. § 5). 

XLL Jedes Ideal reproduBiert sich selbst, wenn man es mit dem 
Hauptideal (1) mvHtipliziert, 

Dieser Satz ist von vornherein klar; es gilt aber auch, was sehr 
wichtig ist, die XJmkehrung hiervon, welche lautet: 

XLI'. Am einer Idealrelation 

ab - a (29) 

folgt notwendig 

b = (1). 

(Dabei wird, wie immer [vgl. § 2], daran festgehalten, daß ein Ideal 
stets auch von Null verschiedene Zahlen enthält.) 

Der Einfachheit halber denken wir uns den vorliegenden Körper 
wieder als einen kubischen; zudem können wir die Ideale a und b 
insbesondere je durch eine Basis a^, «g; «s ^^^- ßiy A? ß^ festgelegt 
annehmen; dann bedeutet (29), daß jede Zahl a in a sich als lineare 
Verbindung der neun Zahlen ccißi, a^ß^, ,.., a^ß^ mit ganzzahligen 
im Körper liegenden Koeffizienten darstellen läßt; fassen wir nun in 
dieser Darstellung je die Glieder mit a^, mit c^, mit a^ zusammen, 
so erhalten wir a in der Form einer linearen Verbindung der Zahlen 
^1} ^} ^8 ^^^ Koeffizienten, welche Zahlen in h sind. Es ist also 
unter anderem 

«1 = Ai«^i + /5i2^2 + ßi&^zy 

^ = ß^X^i + /'22«^2 + ßiS^SJ 
«^8 == /^81^1 + ^82«2 + ßsS^Sf 

worin ßny ßnj - • -y ßzs gewisse Zahlen in b bedeuten. Hieraus folgt 
mit Notwendigkeit das Verschwinden der Determinante dieser in 
«1, «2, «3 homogenen Gleichungen: 

P21 y P22 ^ ? P28 I ~ 
r8l ? r82 ? r88 ^ ' 

Denken wir uns nun diese Determinante entwickelt und in der er- 
haltenen Gleichung das Glied 1 auf die rechte Seite für sich gebracht, 
so sagt dann die Gleichung aus, daß 1 eine Zahl in b ist. Infolgedessen 
ist aber auch jede ganze Zahl des Körpers, als Produkt ihrer selbst 
in 1, eine Zahl in b, und also 

i = (1). 

Die Sätze XLI, XLI' lassen sich noch wesentlich verallgemeinern, 
und zwar zu folgenden: 
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XLII. Ist 

und c ein beliebiges Ideal im Körper, so ist auch 

ac = bc. 

Diese Tatsache ist unmittelbar klar. Es läßt sich aber auch 
die ümkehrung hiervon beweisen: 

XLir. Aus 

ac = bc (30) 

folgt 

(Den Idealen a, b, C hier entsprechen in (29) bzw. b, (1), a.) 

Bei dem Beweise dieses letzteren Satzes werden wir drei Fälle 

unterscheiden: 

1®. c sei ein Hauptideal, = (y). Dann bedeutet 

daß zu einer jeden Zahl a in a eine Zahl ß in. h und zu einer jeden 
Zahl /3 in b eine Zahl a in a derart gehört^ daß 

ay = ßy, 
also 

wird; dies heißt aber, daß 

ist. 

2®. c sei ein beliebiges Ideal; dagegen sei wenigstefis eines der 
Ideale a, b ein Haupüdeal, etwa b = (/J). Indem wir uns der Ein- 
fachheit halber den vorliegenden Körper wieder als einen kubischen 
denken, nehmen wir y^, y^, y^ als eine Basis in C an; dann ist offen- 
bar /S^j, ßy^y ßy^ eine Basis in (/3)c und die Voraussetzung 

ac = (iS)c (31) 

besagt also, daß eine jede Zahl in ac als lineare Verbindung der 
Größen ßy^ ßy^, ßy^ ^^^^ ganzzahligen rationalen Koeffizienten dar- 
gestellt werden kann, also insbesondere, wenn a eine beliebige Zahl 
in a ist, stets drei Gleichungen 

«73 -pjri + Qfißr2 + ^sßn 

mit ganzen rationalen Zahlen Pi, Qiy - - y r^ bestehen. Daraus folgt 
notwendig das Verschwinden der Determinante dieser drei in y^y^jY^ 
homogenen Relationen: 
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Diese letztere Gleicliheit besagt nun^ nach Entwicklung der Determi- 
nante hierin^ daß die ZaU ajß einer algebraischen Gleichung mit 
ganzen rationalen Koeffizienten und dem höchsten Koeffizienten 1 ge- 
nügt; hiemach ist also a/ß eine ganze Zahl. Jede Zahl in a ist so- 
mit durch ß teilbar und es existiert infolgedessen ein Ideal e » 
{ccjßy cc^/ßf . . .; ccjß)] für dasselbe gilt dann die Relation 

a = e(^). (32) 

Diese liefert nun, in (31) berücksichtigt: 

t(ß)c^(ß)c, 

woraus dem unter 1® Bewiesenen gemäß 

ec = c 
und also nach dem Satze XLF 

e = (l) 

folgt; mit Rücksicht darauf ergibt aber (32): 

a = (ß), 

was zu beweisen war. 

3®. a, bj c seien beliebige Ideale im Körper. Den Beweis des 
Satzes XLII' gründen wir unter diesen allgemeinsten Umständen auf 
zwei HilfssätzeU; denen auch an sich eine fundamentale Bedeutung in 
der Idealtheorie zukommt. Der eine dieser Hilfssätze lautet: 

XLIII. Zu jedem beliebigen Ideal c des Körpers gibt es eine posi- 
tive ganze rationale Zahl g derart^ daß c^ ein Hauptideal wird. 

Beweis: Ist c selbst ein Hauptideal, so versteht sich der Satz 
von selbst, speziell mit dem Werte ^ = 1. Ist c kein Hauptideal, so 
bilden wir aus c durch fortgesetzte Potenzierung die Folge der Ideale 
c, c*, c^, . . .; jedes dieser Ideale repräsentiert irgend eine von den 
Idealklassen des Körpers, der es selbst angehört; da nun für den 
Körper, nach Satz XXXIX, überhaupt nur eine endliche Anzahl ver- 
schiedener Idealklassen existieren, so müssen wir in der obigen Folge 
von Idealen auch äquivalenten Idealen begegnen. Es sei demgemäß 
c^i das erste angetroffene Ideal, welches einem bereits vorher vor- 
kommenden, etwa c% äquivalent ist; dann gibt es im Körper irgend 
welche von Null verschiedene ganze Zahlen ^, v, so daß 
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wird. Daraus folgt nach dem schon unter 2^ Bewiesenen: 

demnach ist die ganze Zahl (i durch die ganze Zahl v teilbar^ also 
etwa ^ yv, wobei y eine weitere ganze Zahl + im Körper bedeutet, 
und somit haben wir: 

hieraus folgt endlich dem unter 1^ Bewiesenen gemäß: 

Danach ist unser Satz mit dem Werte g ^ Qi — g^ richtig. Die hier 
ermittelte Zahl g^ — g^ ist zugleich der Tdeinste positive Exponent, 
zu dem a erhoben ein Hauptideal wird, denn eine gegenteilige An- 
nahme würde, wie man sich leicht überzeugt, zu einem Widerspruch 
gegen die Voraussetzung über die Natur des Exponenten g^ führen. 
Der andere yon den erforderlichen Hilfssätzen lautet: 
XLIV. Zu jedem beliebigen Ideal Jcann man im Körper ein wei- 
teres Ideal derart finden, daß das Produkt beider Ideale ein Haupt- 
ideal tvird. 

Beweis: Ist c das gegebene Ideal und g ein solcher ganzer ratio- 
naler positiver Exponent, daß c^ ein Hauptideal, = (y), wird, so 
brauchen wir nur c^~* für das weitere Ideal, von welchem in dem 
Satze die Rede ist, zu nehmen und haben damit in der Tat: 

c-c^-i = (y). 

Dabei ist, sollte g=^l, also c selbst ein Hauptideal sein, unter c^ 
das Hauptideal (1) zu verstehen. 

Nun gestaltet sich der Beweis des Satzes XLH' im aUgemeinen 
Falle 3® sehr einfach. Wir bestimmen zu dem in der Formel (30) 
auftretenden Ideal c ein Ideal c* im Körper derart, daß cc* ein Hauptr 
ideal, = (y), wird; multiplizieren wir sodann in (30) beide Seiten mit 
c*, so ergibt sich: 

a(y) - b(y), 

und hieraus folgt gemäß dem bereits im Falle P Bewiesenen: 

a = b, 
was zu beweisen war. 

§ 9. Reziproke Idealklassen. 

Den auf Gleichheiten zwischen Idealen bezüglichen elementaren 
Sätzen des vorigen Paragraphen entsprechen ganz analoge Sätze 
über Äquivalenzen zwischen Idealen, 
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Es wird hier immer nur von Idealen und ganzen Zahlen in einem 
bestimmten Körper gesprochen. 

So ist aus der Definition der Äquivalenz von Idealen unmittel- 
bar klar^ 

XLV. daß wenn a ein heliehiges Ideal und (ß) ein beliebiges 
Hauptideal im Körper bedeuten, stets 

a(ß) ~ a 
ist 

Es gilt aber auch die Umkehrung hiervon^ lautend: 

XLV. Wmn 

ah ^ a 

ist, so ist b notwendig ein Hauptideal Denn es gibt dann ganze 
Zahlen (i^^O und 1/ + im Körper, so daß 

vah = /Lta 

ist^ und hieraus folgt nach dem Satze XLII': 

vh = (iit); 

danach ist fi durch v teilbar und kommt b auf das Hauptideal (ii/v) 
hinaus^ also ist 

b - (1). 

XLVL Mtdiipliisiert man zwei äquivalente Ideale a, b mit eitlem 
und demselben Ideal c, so sind auch die erhaltenen Produkte äqui- 
valent In der Tat: nach Voraussetzung gibt es zwei von Null ver- 
schiedene ganze Zahlen ii, v im Körper derart^ daß 

vh = iLd, 
ist; daraus folgt 

vhc = /tac, 
also 

bc ~ ac. 

Auch für diesen Satz gilt die genaue XJmkehrung, und zwar: 

XLVr. Aus 

ac'^ bc 
folgt 

a '^ b. 

Denn der Voraussetzung gemäß gibt es von Null verschiedene ganze 
Zahlen ^^ v im Körper derart^ daß 

/tac « vhi 

wird; daraus folgt dann nach XLIF: 
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(la =^ vbj 
also 

Durch Anwendung des Satzes XL VI bzw. XL VF ergeben sich 
die folgenden Tatsachen: 
XLVIL Hat man 

so gilt 

ah ^ a*b ~ a*b*. 
XLVII'. Hat man 

ab ~ a*b*, a ~ a*, 

so folgt hieraus zunächst: 

ab ^ a*b '^ a^b*, 
und daraus: 

br^b*. 

Zu einem Ideal a kann nach dem Satze XLIV immer im Körper 
ein solches Ideal b ermittelt werden, daß 

ab - (1) 

wird. Hernach wird dann dem Satze XLVII zufolge auch das Pro- 
dukt eines bdiebigen Ideals derjenigen Klasse, welcher a angehört, in 
ein hdifbiges Ideal der durch b bestimmten Klasse ~ (1) sein. 

Zwei in derartiger Beziehung zueinander stehende Idealklassen 
des Körpers, daß ein Produkt aus einem beliebigen Ideal der ersten 
und einem beliebigen Ideal der zweiten Klasse stets ein Hauptideal 
liefert, nennt man zueinander reziprok. 

Zu jeder Idealldasse gehört im Körper eine einzige reziproke Ideal- 
Masse; hat man nämlich für Ideale a, b, b* des Körpers gleichzeitig 

ab-(l), ab*-(l), 

so kann dies wegen des Satzes XL VI' nicht anders stattfinden, als daß 

b<^b'^ 

ist, also b und b* zu derselben Idealklasse gehören. 

Die Klasse der Hauptideole ist zu sich selbst reziprok'^ denn das 
Produkt von zwei Hau'ptidealen ist immer wieder ein Hauptideal. 

§ 10. Teilbarkeit von Idealen. 

Wenn zu zwei Idealen a, t ein drittes m derart gehört, daß 
a — mt ist, so sagen wir, daß a durch t teilbar ist oder daß t ein 
Teuer von a ist. 
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Jedes Ideal ist durch sich selbst und durch das Hcmptideal (1) 
teilbar. 

Der Umstand, daß ein Ideal a durch ein Hauptideal (t) teilbar 
ist, kommt offenbar darauf hinaus, daß jede Zahl in a dwrch t teil- 
bar ist. 

Die Beziehung eines Ideals a zu einem Teiler t desselben läßt 
sich noch auf eine andere Weise charakterisieren. Ist a = mt, so 
folgt daraus^ daß jede Zahl in a sich linear aus Zahlen in t zusammen- 
setzen läßt mit Koeffizienten^ die Zahlen in m sind. Daraus geht 
dann vor allem hervor, daß jede Zahl in a unter den Zahlen des 
Ideals t vorkommt y daß also das Punktgitter &(a) ganz im Punkt- 
gitter ®(t) aufgeht, — oder, wie wir sagen wollen, um die Aus- 
drucksweise besser der Vorstellung von t als Teil anzupassen, — 
daß das Punktgitter ®(a) das Punktgitter ®(t) umgibt 

Wenn umgekehrt es zunächst feststeht, daß das Punktgitter @(a) 
das Punktgitter ®(t) umgibt, d. h. daß eine jede Zahl von a unter 
jenen von t vorkommt, so folgt daraus sofort auch mit Notwendig- 
keit, daß da^ Ideal a durch das Ideal t teilbar ist. Ist nämlich zu- 
nächst t ein Hauptideal, so versteht sich die behauptete Tatsache 
ohne weiteres. Ist femer t kein Hauptideal, so können wir dazu 
jedenfalls ein Ideal t* derart bestimmen, daß tt* ein Hauptideal, 
= (r) wird; da alsdann infolge unserer Voraussetzung, wie man ohne 
Weiteres erkennt, auch jede Zahl aus at* eine Zahl aus tt* sein wird, 
d. h. alle Zahlen von at* unter jenen von tt*, also unter den sämt- 
lichen Vielfachen von r vorkommen, so ist also nach dem bereits so- 
eben Bemerkten gewiß at* durch tt* und in der Folge nun, nach 
dem Satze XLH', a durch t teilbar. 

Auf Grund dieser Tatsachen ergibt sich hiermit die folgende 
andere Charakterisierung des Begriffs „Teiler eines Ideals'^: Ein Ideal 
t ist ein Teiler des Ideals a, tvenn alle Zahlen von a auch in t vor- 
kommen. 

Man hat hiemach zu beachten, daß von zwei Idealen, deren eines 
ein Teiler des anderen ist, der Teiler zumindest dieselben Zahlen um- 
faßt, wie das andere Ideal, also das an Zahlen reichere Ideal ist, 
falls nicht beide Ideale identisch sind. Wie denn beispielsweise das 
Ideal (1), welches Teiler eines jeden Ideals im Körper ist, überhaupt 
alle ganzen Zahlen des Körpers in sich bereift. 

Eine unmittelbare Folgerung aus dieser letzteren Charakterisierung 
eines Idealteilers ist der folgende Satz: 

XLVni. Bedeutet <t eine beliebige Zahl in einem Ideal a, so ist 
stets das Hauptideal (a) durch a teilba/r. — 

Ist t gleichzeitig Teiler eines jeden von zwei Idealen a, b, so nennt 
man es einen gemeinsamen Teuer der zwei Ideale. 
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Das (ms zwei Idealen a, b abzuleitende Ideal (a, b) (vgl. § 8) ist 
ein gemeinsamer Teiler von a tmd b; denn sowohl jede Zahl von a, al& 
auch jede von b ist unter den Zahlen des Ideals (a, b) enthalten. 
Zugleich ist jeder gemeinsame Teiler von a und b auch Teiler von (a, b); 
denn aus zwei Gleichungen 

a = tm, b = tn 

für Ideale t, m, n folgt (nach § 8, Gleich. (28)): 

(a, b) =- (tm, tu) = t(m, n). 

Wegen dieser beiden Eigenschaften nennt man das Ideal (a^ b) den 
größten gemeinsamen Teiler der Ideale a, b. 

Ist der größte gemeinsame Teiler zweier Ideale == (1), so nennt 
man diese Ideale teüerfremd oder relativ prim. 

XLIX. Sind die Ideale o, b teilerfremd, so lassen sich in ihnen 
bzw, zwei Zahlen a, ß derart angeben, daß 

a + /3 = 1 
wird. Ist nämlich 

(a, b) = (1), 

dabei (nach den Zahlen^ aus denen die Ideale entspringen)^ 

a = («1, «2, . . ., aj, b = (/3i, ß^, . . ., ßi,)y 

so muß sich die Zahl 1^ weil sie in (a, b) vorkommen soll^ in der 
Form 

1 = X^a^ + AgOfj H h X^Uf^ + /ii/3i + ^i^ß^ H \- [ij^ß^ (33) 

darstellen lassen^ worin 

irgend welche ganze Zahlen des Körpers sind; nun ist in (33) 





K^i + ^2^2 + • " 


• + Kf^k 


eine Zahl in a. 


• 






/»lA + thßi + • 


■ ' + ^kßk 



eine Zahl in b und daraus folgt unmittelbar die Richtigkeit der Be- 
hauptung. — 

Die Begriffe eines gemeinsamen und des größten gemeinsamen 
Teilers zweier Ideale und die darauf bezüglichen Sätze lassen sich in 
naheliegender Weise auf gemeinsame Teiler beliebig vieler Ideale er- 
weitern^ ganz wie dies mit den analogen Begriffen und Sätzen in der 
Theorie der rationalen Zahlen zu geschehen pflegt. 
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§ 11. Zerlegung von Idealen in Primideale. 

Die Beziehung zwischen einem Ideal a und einem Teiler des- 
selben^ t, ließ in § 10 die einfache geometrische Deutung zu: das 
Punktgitter ®(a) umgibt das Punktgitter ©(t). 

Wir können danach alle Teiler t eines vorgelegten Ideals a in 
der Weise ermitteln, daß wir zunächst alle im Gesamtgitter ®(o) des 
Körpers irgendwie enthaltenen Gitter suchen, welche vom Gitter @(a) 
umgeben werden, und von den gefundenen Gittern sodann nur die- 
jenigen beibehalten, welche überhaupt Idealen entsprechen, wofür die 
am Schlüsse von § 3 angegebenen Umstände maßgebend sind. 

Zu jedem Teiler t von a, resp. zu dem ihm entsprechenden Gitter 
€5(t) gehört nun, wenn das Gitter &(a) irgendwie auf ein Grund- 
parallelepiped 

0^X<1, 0^r<l, 0£Z<1 

bezogen ist, ein diesem letzteren adaptiertes Grundparallelepiped, (vgl. 
Kap. in § 14), — also eine ganz bestimmte Substitution 

y« m,Y+m^Z, (34) 

mit ganzzahligen rationalen, die Ungleichungen 

h>0, W8>0, W3>0, 

0^i<l' Ö^i<l^ 0<5<1 (35) 

befriedigenden Koeffizienten, — derart, daß ®(t) genau durch das Gitter 
in Xy y, z vorgestellt wird. Zugleich ergibt sich aus dieser Sub- 
stitution der Zusammenhang zwischen der dem ^-, y-, ^-Gitter zugrunde 
liegenden Basisform des Ideals t, etwa r^x -\- t^y + x^z, und der dem 
X, Y, Z- Gitter zugrunde liegenden Basisform des Ideals a, etwa 
4)^1 X+ c^Y + ttjZ, und zwar in den Relationen: 

^8 = h'^i + ^3^2 + ^8'*^8- 

Ziehen wir noch die zu diesen letzteren analogen Relationen für 
die zu «1, ... Tg konjugierten Größen a^ , • • • ^s' bzw. a", . . . Tg" 
heran, so ergibt sich aus allen neun Relationen zunächst die folgende 
Beziehung zwischen der Diskriminante von a^, «3, «g und jener von 
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A\a^, c«2, cfg) = Ij^m^^n^^ • dL\t^, t^, Tg). (36) 
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Da nun (vgl. § 4) 

A^K, t^, Tj) = (Nm ty • A^(gji, (»2, ©s) 

ist, unter Oj, cjg, 03 eine Basis im Körper verstanden, so folgt aus 

(36) weiter: 

Nma = ZjiWgWg • Nmt. 

Es ist also ZiWgWg ein Teiler von Nma und liieraus folgt, daß, wenn 
das Ideal a, oder selbst nur Nma, vorgegeben ist, zunächst für die 
ganzen positiven Zahlen l^, m^, n^ und hernach, mit Mücksicht noch auf 
(35), überhaupt für die sämtlichen Koefftzienten in der Substitution (34) 
von vornherein nu/r eine endliche Anzahl von Wertekombinationen zu- 
lässig ist. Namentlich zeigt sich, daß in jedem besonderen Falle ent- 
weder \m^n^y>l und dann Nmt<Nma ist, oder andernfalls nur 
t = a sein kann; d. L jeder Teiler van a, außer a selbst, ha^ eine Norm, 
die <Nma ist. Da überdies zwei verschiedenen Teilern von a not- 
wendig zwei verschiedene Substitutionen (34) entsprechen, so liefert 
unsere Überlegung den folgenden Satz: 

L. Ein gegebenes Ideal kann nur eine endliclie Anzahl von ver- 
schiedenen Teilern haben. 

Ein von (1) verschiedenes Ideal, welches außer sich selbst und 
dem Hauptideal (1) keine weiteren Teiler besitzt, also nicht anders in 
zwei Idealfaktoren zerlegbar ist, als in ein Produkt aus sich selbst in 
das Hauptideal (1), soU ein Primideal heißen. 

Der Wert 1 als Norm kommt nur dem Ideale (1) zu. Wir be- 
zeichnen eine Zerlegung a = tttt eines von (1) verschiedenen Ideals a 
als eine echte Zerlegung, wenn dabei weder m = (l), t = a, noch 
tn = a, t = (1) ist; bei einer solchen echten Zerlegung muß dem 
Obigen zufolge Nmt und muß desgleichen Nmm als ganze rationale, 
1 noch überschreitende Zahl <Nma ausfallen. Auf Grund dieser 
Tatsache läßt sich unmittelbar der Schluß ziehen, daß ein beliebig 
vorgelegtes, von (1) verschiedenes Icteal entweder keine echte Zerlegung 
zuläßt oder durch fortgesetzte echte Zerlegung in Teiler sich schließlich 
als Produkt einer endlichen Anzahl von solchen, von (1) verschiedenen 
Idealen darstellen muß, welche keine echte Zerlegung mehr zulassen. 
Wir kommen damit zum folgenden Satze: 

LI. Ein gegebenes von (1) verschiedenes Ideal ist entweder ein 
Primideal oder es läßt sich als Produkt einer endlichen Anzahl von 
Primidealen da/rstdlen. 

Die hier durchgeführte Betrachtung zeigt auch den Weg, auf 
welchem die Darstellung eines Ideals als Produkt von Primidealen 
gewonnen werden kann. 

Minkowski, diophant. Approximationen. 12 
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§ 12. Eindeutigkeit der Zerlegung von Idealen in Primideale. 

Es fragt sich nun, ob man auf verschiedenen Wegen nicht etwa 
zu verschiedenen multiplikativen Darstellungen desselben Ideals durch 
Primideale gelangen kann. Diese Frage ist zu verneinen: 

LII. Die muUiplikcUive Zerlegung eines Ideals in Primideale ist 
immer eindeutig. 

Zum Beweise dieses fundamentalen Satzes brauchen wir den fol- 
genden Hilfssatz: 

Lin. Wenn das Produkt zweier Ideale durch ein Primideal teH- 
har ist, so muß mindestens einer der beiden Faktoren durch dieses 
Primideal teilbar sein. 

Beweis: Es sei das Primideal p ein Teiler des Produkts der 
Ideale a, b. Angenommen, es sei dabei a nicht durch p teilbar und 
daher a zu )) teilerfremd ^ dann ist hier zu zeigen, daß p in b auf- 
gehen muß. Wir bestimmen nach dem Satze XLIX (S. 175) eine Zahl 
CK in a und eine Zahl 9 in p derart^ daß 

a -\- q) = 1 

wird. Bedeutet nun ß eine beliebige Zahl in b, so ist aß eine Zahl 
in ab, also auch in dem Teiler p von ab] femer ist ß(p ebenfalls 
eine Zahl in p; in der Folge ist also auch die Summe der beiden 
Zahlen, {a-\-€p)ß ^ ß, unter den Zahlen von p enthalten. Sonach ist 
jede Zahl in b zugleich eine Zahl in p imd also p ein Teiler von b^ 
was zu beweisen war. 

Der Hilfssatz LIIl überträgt sich sofort, mit entsprechend ge- 
ändertem Wortlaute, auf ein Produkt von beliebig vielen Idealen. 

Angenommen nun, um zum Beweise des Satzes LH überzugehen^ 
es lägen für ein Ideal a + (1) zwei verschiedene Zerlegungen vor: 
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worin p^, p^, . . ., p^ für sich und q^, q^, . . ., q^ für sich jedesmal unter- 
einander verschiedene Primideale und 5^, s^, . . ., 5^, t^, t^, - - -j ^g lauter 
positive ganze Zahlen bedeuten. Auf örund des soeben bewiesenen Hilfs- 
satzes erschließt man, daß jedes der Ideale Pj, pg; • •; P/ Teiler von 
mindestens einem der Ideale (\i, Cizy - - -j % sein muß und umgekehrt. 
Dies ist aber, da hier lauter Primideale vorliegen, offenbar nur so 
möglich, daß die einzelnen p mit den einzelnen q bis auf die Reihen- 
folge bzw. identisch sind. Wir kämen also bei entsprechender An- 
ordnung der q zu zwei Darstellungen folgender Art für a: 
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Wäre nun beispielsweise Si<^i, so würde aus (37) folgen: 

wobei also die rechte Seite^ aber kein Faktor der linken Seite durch 
p^ teilbar wäre^ was dem besagten Hilfssatze widersprechen würde. 
Es muß daher notwendig s^ » t^ und aus analogen Gründen auch 
weiter Sj == ^2? • • •? ^/ ™ ^/ sein; hiermit ist aber der Satz LII be- 
wiesen.*) 

§ 13. Restensystem nach einem Ideal. 

Wenn eine Zahl a in einem gegebenen Ideal a enthalten ist^ 
so sagen wir^ daß a kongruent ist nach dem Modul a und schreiben 
dies, wie folgt: 

« = (mod a). 

Diese Aussage ist also gleichbedeutend damit, daß das Hauptideal 
(a) durch a teilbar ist. 

Wir nennen zwei ganze Zahlen des Körpers, (0*, cj, na>ch einem 
Ideal a des Körpers als Modul einander kongruent, in Zeichen 

oj* = CO (mod a), 
wenn 

o* — CO = (mod a) 

ist. Bilden a^, 0^2; ^s ^^^ Basis des Ideals a, — wir nehmen dabei 
wieder das Beispiel eines kubischen Körpers auf, — so kommt die 
eben erwähnte Beziehung zwischen co* und co auf das Bestehen einer 
Gleichung 

O* = OJ + -P«i + Q^ + Ii^3 

mit rationalen ganzen P^ Q^ R hinaus. 



*) Die Idee, zuerst die Endlichkeit der Anzahl der Idealklassen festzu- 
stellen und diese Tatsache dann als Grundlage filr den Beweis des Satzes von 
der eindeutigen Zerlegbarkeit der Ideale in Primideale zu nehmen, rührt von 
Hurwitz (Gott. Nachr. 1895, pag. 824) her. Hurwitz führte diese Idee auf 
einem Wege durch, der als eine Verallgemeinerung des Euklidischen Divisions- 
verfahrens zur Bestimmung des größten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen an- 
gesehen werden kann. Neu ist hier die Verwendung der Sätze über die Adap- 
tion eines Zahlengitters an ein enthaltenes Gitter (Kap. UI § 14) und der allge- 
meinen diophantischen Approximationen in bezug auf Parallelepipede bzw. 
elUptische Zylinder behufs Erreichung des gleichen Zieles. 

12* 
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Man beweist mit Leichtigkeit die folgenden Sätze^ in denen unter 
ganzen Zahlen und Idealen stets ganze Zahlen und Ideale des ge- 
gebenen Körpers zu verstehen sind und kleine griechische Buchstaben 
nur solche ganze Zahlen^ kleine deutsche Buchstaben nur solche 
Ideale bezeichnen sollen: 

LIV. Jede ganze Zahl ist sich seihst nach einem beliebigen Ideal 
als Modul kongruent. 

LIV. Wenn zwei ganze Zahlen derselben dritten ganzen Zahl nach 
einem Ideal a als Modul kongruent sind, so sind sie auch untereinander 
mod a kongruent. 

LV. Wenn 

e* ^ 6, r* = r (mod a) 
ist, so folgt da/raus: 

ö* ± r* = (? Hh r (mod a), 

ö*r* = 6r (mod a). 
LV. Wenn 

ö(o* ^ ö(o (mod a) 

und dabei das Hauptideal (0) zu a teilerfremd ist, so ist auch 

0*^(0 (mod a). 
LVI. Wenn 

col* ^ C9 (mod a) 

und t ein Teiler von a ist, so ist omcIi 

o* ^ CO (mod t). 
LVr. Wenn 

(6* ^ (o (mod a), 

03* ^ o (mod b) 

ist und zugleich a, b teilerfremd sind, so ist auch 

ca* ^ 0} (mod ab). 

Wir denken uns ein Ideal a von der Norm N(a) == ^ in der 
üblichen Weise durch ein Gitter @(a) dargestellt, welches selbst in 
dem Gitter @(o) der sämtlichen Zahlen des (hier wieder als kubisch 
gedachten) Körpers enthalten ist; es sei dabei ®(a) auf ein Grund- 
parallelepiped 

0^X<1, 0^Y<1, 0£Z<1 (38) 

bezogen und a^X + cc^Y -{- a^Z die diesem Gitter ®(a) entsprechende 
Basisform für a. Sind dann 

6^, 6^, . . ., 6n (39) 

diejenigen, der Anzahl nach N, ganzen Zahlen des Körpers, für welche 
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die zugehörigen Gitterpunkte in ®(o) dem Bereiche des Grundparallel- 
epipeds (38) angehören (vgl. § 4), so läßt sich zu einer jeden ganzen 
Zahl CO des Körpers eine Zahl (J^ unter jenen (39) eindeutig derart 
angeben^ daß 

(o = 0f^ (mod a) (40) 

wird. Es ist nämlich offenbar dieses 6j^ genau diejenige eindeutig 
bestimmte unter den Zahlen (39), für welche der zugehörige Gitter- 
punkt dem der Zahl (o entsprechenden Gitterpunkte in bezug auf das 
Gitter ®(a) homolog ist, d. h. aus diesem letzteren Gitterpunkte bei 
einer entsprechenden Translation des Gitters ®(a) in sich selbst 
hervorgeht; sind X = — P, Y=—Q, Z= — R die (ganzzahligen)r 
Bestimmungsstücke der betreffenden Translation, so haben wir dabei: 

woraus die Beziehung (40) folgt. Zugleich erhellt, daß es unter den 
Zahlen (39) selbst nicht zwei mod a einander kongruente geben kann. 
Wir gewinnen damit folgenden Satz: 

LVn. Zu einem Ideal a von der Norm N lassen sieh stets N 
ganze Zahlen im Körper dera/rt angehen, daß jede ganze Zahl des 
Körpers einer und nur einer dieser N Zahlen mod a kongruent ist, 

N Zahlen im Körper von dieser Art nennen wir ein vollständiges 
Bestensystem modulo a. 

Aus einem vollständigen Restensystem mod a kann man beliebig 
viele andere solche Systeme ableiten, indem man die einzelnen Ele- 
mente des erstgegebenen beliebig durch additive Hinzufügung von 
irgend welchen Zahlen des Ideals a variiert. 

Hiermit haben wir für die Norm eines Ideals eine neue Be- 
deutung gefunden: die Norm eines Ideals ist mit der Anzahl der 
Elemente in einem vollständigen Bestensystem nmh dem Ideal als 
Modid identisch. 



§ 14. Sätze über Normen von Idealen. 

Auf der zuletzt gewonnenen Bedeutung der Norm eines Ideals 
wird sich der Beweis des folgenden Satzes wesentlich gründen: 

LVIII. Die Norm des Produktes ziveier Ideale a, b ist gleich dem 
Produkte der Normen der einzdnen Faktoren: 

Nm (ab) = Nma • Nm b. 

Wir werden beim Beweise dieses Satzes hier nach einander vier 
Fälle betrachten; den vorliegenden Körper denken wir uns wieder der 
Einfachheit halber als einen kubischen. 
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1^ Mindestens einer der Faktoren ist ein Hauptideal, etwa a = (a). 
Ist /Ji, /S3, jSg eine Basis für b, so ist aß^, aß^, ccß^ eine solche für 
(a)b und wir haben sodann nach der ursprünglichen Definition der 
Norm eines Ideals (s. § 4 Gleich. (5)) : 

A*(a/3i, «ft, a/Ss) = (Nni(ab))2 • A\a)^, (o^, O3), 

unter (o^, (o^, (O3 eine Basis des Körpers verstanden. Andererseits finden 
wir unmittelbar, auf Grund von Nma = aaa": 

A*(«/5,, aß,, aß,) = {TSma^ • A«(^i, ß„ ß,). 

Aus den drei Beziehungen zusammen ergibt sich nun, — wenn wir 
noch berücksichtigen, daß die Norm eines Ideals als eine wesentlich 
positive Größe eingeführt ist, — die Relation: 

Nm (ab) = Nm (a) • Nm b. 

2^. Die beiden Faktoren a, b sind teilerfremde, sonst beliebige Ideale. 
Dann lassen sich eine Zahl a in a und eine Zahl ß in b derart an- 
geben, daß 

a + ß=^l 
und also 

a = 0, ß = l (moda), 

« = 1, ß~0 (modb) ^ ^ 

wird. Durchläuft nun ö die Nma Zahlen eines vollständigen Resten- 
systems mod a und t die Nmb Zahlen eines vollständigen Resten- 
systems mod b, so zeigen wir, daß die Nma • Nmb Verbindungen {p, t) 
in den Werten 

ß6 + ar (42) 

genau ein vollständiges Bestensystem mod ab ergeben. 

In der Tat: Ist co eine beliebige ganze Zahl im Körper, so haben 
wir mit eindeutig bestimmten unter den Zahlen 6 und r: 

CO = <J (mod a), CO = r (mod b); (43) 

wegen (41) ist dann, unter Benutzung des Satzes LV, 

(ö = /3(y + ar (mod a), co ^ ßö + at (mod b), 

also, da a, b teilerfremd sind, nach dem Satze LYF, 

G}=: ß6 -\- at (mod ab). 

Audererseits gibt es unter den sämtlichen Nm a • Nm b entstehenden 
Zahlen (42) keine zwei mod ab einander kongruente; denn die An- 
nahme einer Kongruenz 
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/3ö* + ar* = ß6 + ttt (mod ab) 

für irgend zwei jener Verbindungen, (p, r), (^, r*), würde zunächst zu 

(j* = ^ (mod a)y t* ^t (mod b) 

und damit sogleich zu 

6* = öy r* = r 

führen, so daß es sich hier garnicht um zwei verschiedene jener 
Verbindungen handehi könnte. 

Es bilden also auf diese Weise die Nma-Nmb Zahlen (42) 
tatsächlich ein vollständiges Restensystem mod (a b) und^ da ein solches 
eben genau aus Nnr(ab) Elementen bestehen soll, so folgt notwendig: 

Nm (ab) =» Nma • Nmb, w. z. b. w. 

3®. a ist ein Primideal, = p, b irgend eine Potenz desselben, = p*. 
Nach dem Satze XLIII existiert zu p ein ganzzahliger rationaler 

Exponent g'^l, so daß 

p^ - (1) (44) 

wird. Nun sei ^ eine solche Zahl in p^"^, welche in p^ nicht ent- 
halten ist; solche Zahlen muß es in p^~^ geben, denn wäre jede 
Zahl von p^~^ in p^ enthalten, so wäre p*'"^ durch p^ teilbar, was 
durch den Satz LH hier ausgeschlossen ist. Für das aus tf; hervor- 
gehende Hauptideal gilt nun: 

(*) = P^-'c, 

wobei c ein bestimmtes zu p teilerfremdes Ideal sein wird, und zu- 
gleich hat man 

p^-ic~(l). (45) 

Aus (44) und (45) folgt nun nach dem Satze XLVF (S. 172): 

c-p, 

und es gibt sonach von Null verschiedene ganze Zahlen fi, v im 
Körper, so daß 

ftc = i/p (46) 

wird; dann ergibt sich weiter durch Multiplikation mit p': 

/u.cp' = i/p'+^ 

und hieraus folgt unter Berücksichtigung der in den Fällen 1^ und 2^ 
bereits bewiesenen Tatsachen insbesondere, da c zu p prim ist: 

Nm(|[t) . Nmc • Nmp' = Nm(i/) • Nmp'+\ (47) 

Andererseits ist wegen (46), n^it Rücksicht auf den Fall 1®, 
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Nm {(i) • Nm c = Nm(v) • Nmp; 

berücksichtigen wir dies in (47)^ so folgt endlich: 

Nmp'+^ = Nmp • Nmp', w. z. b. w. 

4®. a, b sind beliebige Ideale, Denken wir uns a in Primideale 
zerlegt, 

c 
so folgt unter schrittweiser Anwendung der in den Fällen 2® und 3 

bewiesenen Tatsachen: 

Nma = (Nrnpi)'! • (Nmp^)'* • . . (Nmp^)'i7. 

Ziehen wir andererseits die entsprechende Darstellung für Nm b und die- 
jenige fär Nm (ab) heran, so ergibt sich aus den drei Darstellungen 
zusammen unmittelbar: 

Nm (ab) = Nm a • Nmb. 

Nunmehr ist der Satz LVIII in voller Allgemeinheit bewiesen. 
Auf ihn gestützt, werden wir jetzt den folgenden Satz beweisen: 

LIX. In jeder IdealUasse eines hubischen Körpers von der Dis- 
Jcriminante D gibt es immer mindestens ein Ideal, dessen Norm 

<'ca>\yD\ ausfällt, wobei S» die Konstante 2/9 oder 8/9 ä bedeutet, 
je na^Mem die Diskriminante positiv oder negativ ist. 

Es sei nämlich die zu betrachtende, ganz beliebig vorausgesetzte 
Idealklasse des Körpers durch ein ihr angehöriges Ideal a repräsen- 
tiert. Wir ziehen dann aus der zu ihr reziproken Idealklasse ein be- 
liebiges Ideal c heran und können, wie dementsprechend in § 6 aus- 
geführt wurde (S. 162 Formel (13)), in c eine Zahl y derart bestimmen, 
daß die Ungleichung 

I Nmy I < ©rNmc • 1 1/J9 1 (48) 

sich als erfüllt erweist. Nun ist das Hauptideal (y) durch c teilbar 
(s. § 10); wir setzen demgemäß 

(y) = «oC (49) 

und daraus folgt unter Anwendung des Satzes LVIII: 

|Nmy I = Nm(y) =- Nmao • Nmc; 
dies ergibt, in (48) eingesetzt: 

Nmao<S5'|"/D|. (50) 

Nun ist wegen (49) 

aoC ~ (1), 
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und andererseits war, wie c bestimmt wurde, 

ac '^ (1); 
folglich ist nach dem Satze XL VI' 



tto'^a; 



es gehört sonach Oq der gegebenen, durch das Ideal a repräsentierten 
Idealklasse an und erscheint daher durch die Ungleichung (50) der 
Satz LIX bewiesen. — 

Alle Methoden und Resultate dieses Kapitels lassen sich, wo wir 
sie nur auf kubische Körper bezogen haben, unschwer auf Körper 
beliebigen Grades übertragen. Es lautet dann insbesondere die Ver- 
allgemeinerung des zuletzt bewiesenen Satzes LIX, wie folgt: 

LIX'. Hat ein algebraischer ZahlJcörper n-ten Grades die Diskri- 
minante D und sind unter den n Wurzeln der irreduzibUn Gleidiung 
n-ten Grades, welcher eine den Körper bestimmende Zahl genügt, im 
ganzen s Faxx/re konjugiert -Icomplexer Wurzeln vorhanden , so läßt sich 
in jeder Idealklasse des Körpers mindestens ein Ideal derart angehen, 

(4 \* w ' I / — I 
— j • -^ I yD I ausfällt. 

Der Beweis dieses Satzes verläuft in allen Einzelheiten durchaus 
analog dem Beweise jenes LIX.*) 



*) In Betreff der allgemeinen diophantischen Approximationen, die beim 
Beweise des Satzes LIX' heranzuziehen sind^ vgl. Geometrie der Zahlen § 40, § 42. 



Sechstes Kapitel. 

Annäherung komplexer Größen durch Zahlen des 
Körpers der dritten oder der viertenEinheitswurzeln. 

§ 1. Zahlengitter in vier Dimensionen nnd konvexe KSrper in 

demselben. 

Durch eine Ausdehnung der von uns für die Ebene und für den 
Raum im zweiten und dritten Kapitel gebildeten Begriffe auf Mannig- 
faltigkeiten von vier reellen Variabein werden wir in diesem Kapitel 
insbesondere Sätze ableiten über die Annäherung komplexer Größen 
1® durch die Zahlen, die im Rationalitätsbereiche der dritten, 2® durch 
die Zahlen, die im Rationalitätsbereiche der vierten Einheitswurzeln 
liegen. 

Die Gesamtheit aller ganzzahligen Wertesysteme von vier reellen 
Variabein x^, x^, y^, y^ nennen wir ein ZaJilengiUer in viet' Dimen- 
sionen und jedes einzelne Wertesystem daraus einen Gitterpunht in 
dem Zahlengitter. 

Es bedeute fix^yX^yy^yy^ irgend eine eindeutige Funktion der 
vier Argumente hierin, welche die Bedingungen 

m 0, 0, 0) = 0, (1) 

/•(«i, x^, y^, j/,) > für (a?!, x^, y^, y^) + (0, 0, 0, 0), (2) 

ferner allgemein für positives t die Funktionalgleichuug 

f{txy , tx^ , tyy , ty^) = tf{xy ,Xi,y^, y^) (3) 

und allgemein die Funktionalungleichang 

/•(«i + a^i* ajg +Xi*, yi + y*, y^ + y,*) < /"(aJi, ajj, yi, y^) 

+ fi^:*, ^i*, y*, y*) (4) 

erfüllt. Den Bereich K der sämtlichen Wertesysteme oder Punkte 
(x^, Xj, yi,yi), welche die Ungleichung 

/■(«i, «3,^1,2/^)^1 (5) 
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befriedigen, können wir dann als einen Tconvexen Körper (in vier Di- 
mensionen), und zwar als einen solchen, der den Nullpunkt im Inneren 
enthält, bezeichnen. 

Hat die Funktion f(x^, ^%,yi, jfi) noch die weitere Eigenschaft, daß 

fi- ^u -^2y -ViJ -y^) = fip^iy ^1, Vij Vi) (6) 

ist, so besitzt der Körper K im Nullpunkt einen Mittelpunkt. 

Wir werden im folgenden es nur mit konvexen Körpern mit Mittel- 
punkt zu tun haben. 

Unter dem Volumen des Körpers K verstehen wir das über den 
Bereich des Körpers zu erstreckende vierfache Integral 

Es gilt der folgende Satz: 

LX. Ein Tconvexer vierdimensionaler Körper mit MittdpunJct im 
Nullpunkt, vom Volumen 2* = 16, enthält außer seinem Mittelpunkte 
immer noch mindestens einen weiteren Gitterpunkt 

Dieser Satz kann genau nach dem Muster der analogen, auf das 
zwei- und das dreidimensionale Gitter bezüglichen Sätze bewiesen 
werden (vgl. Kap. II § 5, S. 29, Kap. III § 2, S. 60); zwar versagt 
hier die geometrische Anschauung, nichtsdestoweniger aber können 
sämtliche Begriffe und Prozesse, auf denen der geometrische Beweis 
in den zwei genannten Fällen beruhte, auch auf den Raum von vier 
Dimensionen übertragen werden, da sie alle auch analytisch in ganz 
bestimmter Weise definiert waren. 

Es sei M der kleinste Wert, den die Funktion fioo^f 002,1/1, y 2) 
für ganzzahlige, nicht insgesamt verschwindende Werte der Argu- 
mente anzunehmen vermag. Wir nennen den Körper (5) kurzweg 
den Eichkörper und dann den Körper, welcher durch 

definiert ist, den dem Eichkörper (5) zugehörigen M- Körper. Dieser 
Jtf- Körper enthält also auf der ihn begrenzenden Oberfläche Gitter- 
punkte (und zwar offenbar immer in Paaren, die den Nullpunkt als 
Mittelpunkt haben), im Inneren aber außer dem Nullpunkt keinen 
weiteren Gitterpunkt. Sein Volumen, muß demnach infolge des soeben 
ausgesprochenen Satzes ^ 16 sein und da dasselbe mit Rücksicht auf 
die Beziehung (3) sich = M^J ergibt, so folgt hiemach für M die 
Ungleichung: 

Zugleich ist es unschwer zu erkennen, daß gewiß nur in seichen 
Fällen das Volumen des M -Körpers =16 sein, also in (7) das Gleichheits- 
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zeichen gelten kann, wo der Körper ein von einer endlichen Anzahl von 
Ebenen begrenztes Polyeder vorstellt Wir überzeugen uns nämlich 
leicht, analog, wie dies an den entsprechenden Stellen des zweiten 
und dritten Kapitels für die Ebene resp. den gewöhnlichen Raum ge- 
schehen ist, daß die Gesamtheit von Körpern^ welche dem M-Rmper"^) 
homolog und Icongruent um die einzelnen Gitterpunlcte mit lauter ge- 
radzahligen x^y x^, y^j y^ als Mittelpunkte konstruiert werden, den vier- 
dimensionalen Baum, nirgends mehr als einfach, aber gewiß nur in 
solchen Fällen lückenlos zu erfüllen vermag, wenn die Oberfläche des 
Eichkörpers aus lauter Ebenenstücken in endlicher Anzahl besteht; hier- 
aus folgt dann leicht die soeben ausgesprochene Behauptung. 



§ 2. Einführung des Imaginären. 

Wir werden im folgenden Funktionen f(Xi, ^2? ^i» ^2)? ^^'^P- solchen 
zugehörige Eichkörper (5) von ganz spezieller Art betrachten. 

Es bedeute -d* eine beliebig angenommene komplexe Größe und 
setzen wir 

^1 + ^^i = ^, yi + ^y^ == 2/5 

dann wird dadurch eine ein-eindeutige Beziehung zwischen dem Qua- 
drupel der reellen Variabein x^, x^, y^, y^ und dem Paar der kom- 
plexen Variabein x, y festgelegt und es kann daher die oben be- 
trachtete Punktion f der Variabein x^, x^y y^, y^ als eine reellwertige 
Eunktion q) der Variabein x, y aufgefaßt werden: 

f{:^ij^%yyi,yi)-^{^7y)' (8) 

Zugleich mit (1), (2), (3), (4), (6) sind dann auch, wie leicht zu 
sehen, analoge Beziehungen flir die Funktion ^{x-, y) erfüllt, und zwar: 

9(0,0) = 0; (9) 

q^{x, y)>0 für (x, y) + (0, 0); (10) 

tp{tx, ty) =^t(p(x, y) für (reelles) ^ > 0; (11) 

(f{x + x^,y + f)^ <p{Xy y) + 9j(x*, j/*); (12) 

Die Funktion (p{x,y) möge nun weiter noch statt (11) und (13) 
die allgemeinere Eigenschaft haben, daß für jedes beliebige komplexe 
T = r^ + -Ö-Tg, wobei r^, x^ reell gedacht sind. 



*) Wir vermoiden noch die Einführung des Begriffs der 3f/2- Körper und 
sprechen demzufolge in der Aussage oben nur von den Gitterpunkten mit lauter 
geradzahligen Koordinaten. 
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q>(tx,ry) = \r\'(p{x,y) (14) 

gelte. Dies bedeutet für fipc^yX^^y^yy^ eine ganz bestimmte, bei ge- 
gebenem %' leicht anzugebende Funktionalgleichung; so lautet dieselbe 
für %• = i: 



für a- =^ = =^^ : 



= |'/^l' + ^2'!-/'(^n^2.?/l7!/2); 



/•(riaJi — TgiCg, Tg^i + (Ti — x^)x^^, t^y^ - r^^a, rgy^ + {t^ - t^)y^) 



= I yri^-TiT^ +^2^ I . /"(^i, a?2, yi, ya)- 

Wir werden uns nun im folgenden nur auf die zwei soeben an- 
geführten Fälle %' ^ i und %' =^j beschränken und wollen demgemäß 
weiterhin unter %' immer einen beliebigen dieser zwei Werte ver- 
stehen. Sobald dann x^, x^, j/^, y^ ganz rational gedacht werden, 
stellen uns Xj y beliebige ganze Zahlen im Körper von i resp. von j 
vor. Wir werden auch vom Gitter und von Gitterpunkten in Xj y, 
statt von solchen in x^^x^j y^y^ in wohlverstandenem Sinne sprechen. 

Für das Folgende wird es von Bedeutung sein, daß die genannten 
zwei Zahlkörper K{%) und K{j) außer i; 1 noch weitere Einheiten 
enthalten; und zwar enthält der erstere Körper im ganzen die vier 
Einheiten ± 1, ± i, der letztere im ganzen die sechs Einheiten + 1, 
±j, ±i^; es sind dies die sämtlichen vierten, resp. die sämtlichen 
sechsten Einheitswurzeln. 



§ 3. Oitterpunkte auf einem Jf-KSrper. 

Es sei ein konvexer il/-Körper durch eine Ungleichung 

q,{x,y)^M- (15) 

gegeben, worin die Funktion ^{x,y) der komplexen Variabein 
X — x^-^- %'X^y y =" y-i + ^y^ die in § 2 angeführten Eigenschaften 
habe, und {x=^Pj V^O) sei ein Gitterpunkt auf der Oberfläche dieses 
itf-Körpers, also 

(pO, 3) = M. (16) 

p, q sind dann notwendig teilerfremde Zahlen in K(d)] denn hätten 
beide einen von den Einheiten des Körpers verschiedenen (reellen 
oder komplexen) Teiler t gemein, so wären auch p/t,q/t ganze Zahlen 
in K(d') und also würde der Jf- Körper wegen 



'■(f.f)-m^<^ 
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den von (0, 0) verschiedenen Gitterpunkt {pjt, q/t) im Inneren ent- 
halten^ was aber der Bedeutung eines solchen Körpers widersprechen 
würde. Bedeutet nun s eine beliebige der vier resp. sechs Einheiten 
im betrefiFenden zugrunde gelegten Zahlkörper K(d') (-ö* = i bzw. = J), 
so werden zugleich mit (jp, q) wegen (14) auch die übrigen drei bzw. 
fünf der Gritterpunkte (sp, sq) auf der Oberfläche des üf- Körpers (15) 
liegen; außer diesen kann kein weiterer Gitterpunkt von der Art (tp, tq) 
auf dem J/- Körper liegen, denn es müßte dann, da p, q teilerfremd 
sind, T eine ganze Zahl sein, wegen (14) und (16) müßte andererseits 
T I = 1 sein, was zusammen nur so möglich ist, daß eben r eine 
Einheitswurzel ist (vgl. Kap. IV § 7). 

Enthält die Oberfläche des ifcf- Körpers (15) außer den bezeich- 
neten vier bzw. sechs noch weitere Gitterpunkte, so wollen wir den 
Jf-Körper einen vierfachen Jf-Körper nennen (nach Analogie der drei- 
fachen Stufen in Kap. III § 15). Es sei dann (r, s) einer von jenen 
weiteren Gitterpunkten. Alsdann Tcönnen wir für den Betrag der De- 
terminante ps — qr == E mit Hilfe des Satzes LX sofofi eine obere 
Grenze gewinnen-^ eine Tatsache, die uns bei einer weiter unten, in 
§ 4 und § 8, folgenden Untersuchung nützliche Dienste leisten wird. 

Zunächst bestimmen wir nämlich zwei ganze Zahlen p*, q* in 
K(^) derart, daß 

pq"^ — qp* = 1 

wird, und transformieren die Mannigfaltigkeit der x, y mittels der 
Gleichungen 

x^pX+p'^Y, 

y^qX+^Y ^ ^ 

in eine Mannigfaltigkeit der X, Y, wobei 

X=X, + '^X„ Y^Y^ + ^Y, 

und X^, Xg, Yi, Y^ reell seien. Es wird dadurch das Zahlengitter 
der x^y x^y y^, y^ in das Zahlengitter der X^, Xg, Y^l, Y^ übergeführt 
und insbesondere gehen dabei die Punkte {x, y) = (p, g), (r, s) bzw. in 
die Punkte (X, Y) = (1,0), (/fr-p*s = Ry -qr+ps-^^S^E) über. 
Zugleich wird aus der Punktion (p{x,y) eine Funktion ^(X, F), 
welche, wie leicht zu sehen, die zu (9), (10), (12), (14) analogen 
Eigenschaften vollständig übernimmt. 

Wir betrachten nun den durch die Ungleichung 



E 



^(X, r)= X-^Y + ~ £1 (18) 



s 



Y 



8 



definierten Körper, welcher die Gitterpunkte (X, Y) = (1, 0), (jR, 8) 
in seiner Oberfläche enthält. Dieser gleichfalls konvexe Körper ist 
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in dem gegebenen Jf- Körper (15) vollständig enthalten; denn führen 
wir zwei neue komplexe Variable durch 

ein, so geht die Bedingung (18) in 

\S\ + \H\£1 (19) 

über; da nun, mit Rücksicht auf (12) und (14), allgemein 

^(X, Y) = 0{S + RH, SH) ^ ^(Ä, 0) + 0(RH, SH) 

= I Ä I *(1, 0) + I Hl *(jB, Ä) « (I Ä I + I H|) Jf 

ist, so gehört hiemach jeder Punkt aus (18) auch dem Jf-Körper (15) 
an. Darnach ist offenbar der Bereich (18) Selbst wieder ein Jf-Körper. 
Bezeichnen wir nun mit Jq das Volumen dieses letzteren Jf-Körpers, 
so gilt für dasselbe dem Satze LX, sowie der Bemerkung am Schlüsse 
des § 1 zufolge mit Notwendigkeit die Ungleichung: 

Jo < 16- 

Für dieses Jq erhalten wir, unter Einführung neuer reeller Variabein 
S^, S2, H^f H^ durch die Gleichungen 



|_-J ^^ iHrf ^^ afv T^ ^W 

Ai + v" Aj = A — -^- j: = A, 



Y 
Hl + d^H^ = -^ == H, 



S 
zunächst: 

_d 



■r,- 



'Wif&l-ffJJ'^''^"'-'"- 



«* 



wobei sich das vierfache Integral über den Bereich (19) erstreckt 
Setzen wir hierin im Falle ^ = i 

Si = ^cosc?, /SJj « ^sino, 

Hj = f* cosco*, f^ = ^* sino*, 
so ergibt sich: 

fffßlSi dS^dH^ dH^ = 4:%^JJt^dtdf' - 

dagegen wird im Falle %' = j, wenn wir 

1/3 
^1 — iSi = ^coso, ^ Äfg = ^sinci, 

Hl — 4^f^ = f*^ cosco*, -ö" ^2 = ^ sinco* 



6 ^ 
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setzen: 

ffffdS, dS, dH, dH, = ^-^fßf^ dtdt^ = ^ • 

Da sich weiter die Funktionaldeterminante tt^^^-^^^t^u^j ^i© durch 

Heranziehung der zu x, y, ISy H konjugiert -komplexen Größen leicht 
zu sehen ist, zu 



d{x,y) 



2 i d(X, Y) 



'«lÄ^l^lJs;« 



d{X,T) 
berechnet, so erhalten wir hiernach schließlich: 

J^^'^lEl^ im Falle ^ = i, 

J^ = ^\E\' im Falle ^=j. 

Hieraus ergeben sich nun mit Rücksicht auf Jjj < 16 die fol- 
genden G^'enzen für \E\^: 

Ef<~,<lO im Falle ^ - i, (20) 

E^<-,<^ \m Falle ^ ^j, (21) 






§ 4. Oenane Ermittlung der zulässigen Werte von E im Falle 
des ZahlkVrpers K({). Charakter vierfacher Jlf-KSrper. 

Wir wollen nun die möglichen Werte von E genauer bestimmen 
und dabei jeden der zwei Fälle d'^i^j gesondert betrachten. 

Im Falle # = i sind für die Norm von E nach (20) vorderhand 
höchstens nur die Werte 1, 2, 3, » . ., 9 zulässig; von diesen sind 
aber bloß 1, 2, 4, 5, 8, 9 wirklich Normen gewisser ganzer Zahlen in 
K{i)*)y und zwar bzw. der Zahlen s, €(l+i), 2s, b(2±{)j 28(l + i), 
Ss, unter s hier wieder einen beliebigen der Werte ±1, +i ver- 
standen. Da nun ein der Bedingung (14) gemäß eingerichteter kon- 
vexer Körper mit Mittelpunkt in zugleich mit einem Pimkte (R, S) 
jedesmal auch alle Punkte {sB, sS) enthält, andererseits konjugiert- 
komplexe Zahlensysteme hier zu ganz analogen Schlußfolgeningen 
Anlaß geben, so genügt es hier allein zu untersuchen, ob und unter 
welchen Umständen E = S die Werte 1, 1 + i, 2, 2 + i, 2 + 2i, 3 
annehmen kann. 

Wir verfolgen zunächst die Annahme JK == 3. Da R, S = E 



*) D. h. von der Form Sl-\-8l mit ganzen rationalen 5^, S^. 
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jedenfalls teilerfremd sein sollten^ müßte B hier einer der Zahlen 
± 1> ±h ± 1 ± * ^od. 3 kongruent sein; denn diese acht Zahlen 
bilden mit zusammen in K(i) ein vollständiges Bestensystem mod. 3 
und sind sämtlich teilerfremd zu 3, welches in K(i) eine Primzahl 
ist. Folglich könnte eine ganze Zahl X so gewählt werden, daß 



und in der Folge 



^-§ 



< 



s 



Vi 

8 



w{X, 1) £Vl±L <^ 1 



würde. Alsdann aber würde der betreflFende Gitterpunkt (X, 1) im 
Inneren des Jfcf-Körpers (18) liegen und zugleich vom Nullpunkte 
verschieden sein, was nicht möglich ist. Daher erscheint der Fall 
^ = 3 hier ausgeschlossen. 

Wir wollen zweitens die Fälle -B == 2 + 2i, 2 + i gemeinsam 
betrachten. R müßte im ersteren dieser Fälle notwendig einer der 
Zahlen ±1, ± i mod. (2 + 2i), im anderen einer derselben Zahlen 
mod. (2 + i) kongruent sein. Daraus ersehen wir, daß sich in beiden 
Fällen eine derartige ganze Zahl X angeben ließe, daß 



X- 



B 

S 



s 



würde; es würde sodann für dieses X 



^(X, 1) = 



s 



also beidemal 



= 4= im Falle S = 2 + 2/, 
= -^ im Falle S = 2 + i, 

1/5 



^(X, 1) < 1 

werden, was wiederum einen Widerspruch nach sich zöge. Die Fälle 
^=^2 + 2 i, 2 + i sind somit hier ebenfalls ausgeschlossen. 

Wir können nun femer den Fall jEJ = 2 auf Grund eines Zu- 
sammenhanges mit dem Falle ^ = 1 für die späteren Betrachtungen 
beseitigen. In der Tat: für ä = 2 haben wir notwendig 2? = 1 oder 
^ i (mod. 2); es kann daher in diesem Falle eine ganze Zahl X derart 
bestimmt werden, daß 

X 



und damit 



E 

S 



2 



^(X, 1) = 1 

ivird; dann liegt also der betreffende Gitterpunkt (X, 1) auf der Ober- 
fläche des Körpers (18), gehört somit auch dem Jlf-Körper (15) an 



Minkowski, diophant. Approximationen. 



13 
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und kann eo ipso ebenfalls nur auf der Oberfläche dieses letzteren 
liegen^ da dieser ja als Jtf- Körper im Inneren den Nullpunkt als ein- 
zigen Gitterpunkt enthsAt. Sind nun r*, s^ die x^ y-Koordinaten des 
besagten 6itterpunktes (X; 1)^ und fassen wir an Stelle der Gitter- 
punkt<9 (p, q) und (r, s) jetzt die Kombination {p, q) und (r*, 5*) ins 
Auge, so wird för diese letzteren zwei Gittei*punkte 



E* = 



p, r* 



1, X 

0, 1 



(22) 



und demnach läßt sich im Falle E ^ps — qr ==2 auf der Oberfläche 
des Jkf- Körpers (15) auch stets ein solcher Gitterpunkt (r*, s*) er- 
mitteln, daß die zu E analoge Determinante E* ^psi* — qr^ = 1 ist. 

Hiemach genügt es^ bloß die FäUe £ = 1, 1 + i weiter zu unter- 
suchen. 

Es sei zunächst E ^ ps — qr ^ 1. Wir transformieren das Zahlen- 
gitter der X, y jetzt durch die Substitution 

x^pX + rY, 

(23) 
y^qX + sY 

in ein Zahlengitter der X, Y, wobei die Punkte (x^ y) = {p, q), (r, s) 
bzw. in die Punkte (X, Y) == (1, 0), (0, 1) übergehen. Zugleich geht 
die Funktion (p (x, y) in eine Funktion von X, Y über, die wir wieder- 
um mit ^(X, Y) bezeichnen wollen. Dabei wollen wir den Jf-Körper 
(15) der Einfachheit halber als Eichkörper, also Jbf = 1 annehmen; 
dieser Körper ist alsdann im X, F- Gitter durch die Ungleichung 

*(X, Y) £ 1 (24) 

definiert und es ist dabei zugleich einerseits 

*(1,0) = 1, *(0,1) = 1, (25) 

andererseits für jedes beliebige ganzzahlige, von (0, 0) verschiedene 
Wertesystem (6r, H) stets 

0{G,H)>1. (26) 

Die unendlich vielen Ungleichungen (26) lassen sich nun, wie wir 
zeigen werden, mit Bücksicht auf das Bestehen der zwei Gleichungen 
(25) durch eine endliche Anzahl gewisser unter ihnen, und zwar durch 
diese zwölf: 

0(8,1)^1, a>(£, 1 + 0^1, 4^(f(l+i),l)^l, (27) 

voUig ersetzen, so daß aus (25) und (27) bereits aUe Ungleichungen (26) 
folgen. 
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I ' ' ' 

In der Tat: Durch (25) und (27) sind zunächst alle diejenigen 
der Ungleichungen (26) gewahrleistet, in welchen G, H beide dem Be- 
trage nach < 2 sind. Angenommen nun^ es lagen weiter zwei ganze 
Zahlen 6?, H (+ 0, 0) vor, so daß entgegen (26) 

*(Ö,10<1 (28) 

wäre; dabei können wir 6r, H als teilerfremd und ohne wesentliche 
Beschrankung etwa |J?|^|Cr| voraussetzen; dann haben wir jeden- 
falls |fi"|^2 anzunehmen. Wir setzen 

SO daß T^y T^ reell sind, und können dann zu I\, T^ zwei ganze 
rationale Zahlen X^, X^ bestimmen, so daß 

also für X = X^ -f iXg sicher 

= I n^,- T,y +{x;^^*\ £ ^ (29) 

wird. Hernach stellen wir für den Funktionswert ^(X, 1) die Un- 
gleichung 

^(X,l)^^(X-|,0) + ^(|,l) 

==|x-|U(l,0) + pl.^(ö,^) 



x-^ 



jEf I '\*; -/ • \H\ 

auf und aus dieser folgt dann wegen (25) und (28) weiter: 

G 



*(X,1)< X-^% +^,. (30) 



H 



Hier wird nun die rechte Seite mit Rücksicht auf (29) sicher 
dann < 1 sein, sobald 

oder {dso 

Ifi-p>(2+y2)* 

ausfällt, also gewiß, wenn \H\^>12 ist, und unter dieser letzteren 
Annahme folgt also für den bewußten Wert X stets 

^(X, 1) < 1. 

Nehmen wir hingegen |S|*^ 11 an, so genügt es hier für uns, 
(indem wir noch G, H durch sG, bH mit entsprechend gewählter 
Einheit s ersetzen können), überhaupt nur die folgenden Werte von 
H in Betracht zu ziehen: 

13* 



+^^1 
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1, 1 + », 2, 2±t, 2(1 + i), 3, (H-i)(2±»); 

S = 1 und ir== 1 + i sind hier aber durch die Voraussetzung | fl"| ^ 2 
ausgeschlossen. Für -BT =2, 2 ± «, 2(1 + i), 3 läßt sich, wie am An- 
fang dieses Paragraphen gezeigt wurde, jedesmal eine ganze Zahl X 
derart bestimmen, daß 

und in der Folge, nach (30), 

*(X, 1) < 1 

wird. Das Nämliche trifft auch schließlich im Falle -H"= (l+i)(2±f) 
zu, wie eine Überlegung zeigt, die der in den Fällen J3'=2 + ?*, 
2(1 +i) angewandten (S. 193) vollständig entspricht, indem hier G 
als teilerfremd zu -ff nur einer der vier Zahlen ±1, ± i mod. H kon- 
gruent sein kann. 

So werden wir bei jedem der fraglichen Werte des H in (28) 
auf eine Ungleichung 

0{X, 1) < 1 (31) 

geführt, worin X jedesmal eine bestimmte ganze Zahl vorstellt, welche 
der Ungleichung 

x-l <1 



und in der Folge der Ungleichung 

^ G 



X < 



H 



+ 



— I <r 2 



genügt, also jedenfalls mit einer der Zahlen 0, s, 6(1 +i) zusammen- 
fällt; eo ipso steht aber eine jede solche Ungleichung (31) im Wider- 
spruch mit einer der als erfüllt angenommenen Beziehungen (25), (27) 
und hiermit erweist sich die Unzulässigkeit der Annahme (28), folgt 
also die Richtigkeit der auf S. 194 ausgesprochenen Behauptung. — 
Es sei nun zweitens E =^ps — qr-^ 1 + i. Wir bemerken zu- 
vörderst, daß hier für p^ q und ebenso für r, 5, je als Paare teiler- 
fremder Zahlen, modido 1 + i offenbar nur die Restensysteme 1,0; 
0,1; 1,1 in Frage kommen und also mit Rücksicht auf 

ps — qr ^0 (mod. 1 + i) 
notwendig 

p = r, q = s (mod. 1 + i), 
somit 

^-t-r = 0, q + s = (mod. 1 + i) 
sein muß. 
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■x_ 



Wir führen in diesem Falle wiederum neue Variabein X, Y ge- 
mäß den Transformationsgleichimgen (23) ein, wobei die Punkte 
(x, y) = 0, q), (r, s) bzw. in die Punkte (X, Y) = {1, 0), (0, 1) über- 
gehen. Einem Gritterpunkte in X, F entspricht dann stets ein öitter- 
punkt in a?, y; doch ist, wegen 

das Umgekehrte hier nicht immer der Fall: den GiUerpunkten in x, y 
werden dies^nal nicht bloß Gitterpunkte in X, Y, sondern zum Teil 
auch Funkte (X, T) mit gebrochenen Koordinaten von der Form 
X == U/(l + i\ Y = F/(l + i), worin U, V ganze Zahlen sind, entsprechen; 
dabei werden ?7, V beide = 1 (mod. 1 + i) sein müssen, denn von den 
sonstigen Möglichkeiten kommt diejenige ?7= 0, F=0 (mod. 1 + i) 
für gebrochene X, Y nicht in Betracht und die Eventualitäten [7= 1, 
F=0 (mod. 1 + i) und U^O, F=l (mod. 1 + i) sind ebenfalls auszu- 
schließen, da bei der ersteren derselben aus (23) 

bei der anderen 

folgen würde, also im ersteren Falle p, g, im zweiten r, s den ge- 
meinsamen Teiler 1+i haben müßten, was beides sicher nicht der 
Fall ist. Umgekehrt entspricht jedem Wertepaare X •= U/(l + i), 
Y =^ F/(l + i), worin U, V beide ganzzahlig und =1 (mod. 1 + i) 

sind, in 

pU+rV _ qU+sV 
^— i^i y y i + i 

ein ganzzahliges Wertepaar x, y, indem hierbei dem auf der vorigen 
Seite über p, q, r, 5 Gesagten zufolge stets 

pU+rV^p + r^O (mod. 1 + i), 

qU+sV^q + s^O (mod. 1+i) 

sein wird. So zeigt es sich, daß wir, um das öitter in a;, y zu erhalten, zu 

dem Gitter in X, F noch sämtliche Punkte (x + jqj^., Y+ ^ir^ init 

beliebigen ganzzahligen X, Y hinzunehmen müssen. 

Im Falle £? = 1 + i ist also, wenn wir den vorliegenden Jlf-Körper 
wieder wie in (24) darstellen, einerseits 

*(1,0) = 1, *(0,1) = 1, (32) 

andererseits für jedes ganzzahlige, von (0, 0) verscliiedene Wertepaar 
(Ö,S) 
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0{G, ff)>l (33) 

und zudem für jedes beliebige ganzzahlige Wertepaar {G, H) 

Es lassen sich nunmehr die unendlich vielen Ungleichungen (33), (34) 
mit Bücksicht auf das Bestdien der zwei Gleichungen (32) bereits durch 
die vier folgenden unter ihnen: 

oder, was dasseihe ist, durch die vier Ungleichungen: 

0(s, 1) ^ V2 (35) 

vöUig ersetzen. 

In der Tat: Zunächst folgt aiis den Ungleichungen (35) im Hin- 
blick auf die Begeln (12) und (14): 

o{ea + i), 1) + *(o, i) ^ o{Ba + i), 1 + i) = y2 4^(«, i) ^ 2, 

also mit Rücksicht auf (32): 

*(fi(l + f),l)^l; (36) 

ganz entsprechend stellt sich 

0{b, 1 + i) ^ 1 (37) 

heraus; aus den acht Ungleichungen (36), (37), den vier Ungleichungen 
(35) und den zwei Gleichungen (32) folgt aber zunächst schon, wie 
bei Untersuchung des Falles -B=l dargetan wurde, die Gesamtheit 
der Ungleichungen (33). 

Was sodann noch die Ungleichungen (34) betriflft, so sei, ent- 
gegen unserer Behauptung, während (32) und (35) statthaben, fftr 
irgend zwei ganze ZaJilen G, H 

*(g + j^, J+5^)<1, (38) 

oder, indem 

{l + i)G + l^Uy {l + i)H+\^V (39) 

gesetzt wird: 

*(E7,F)<}/2. (40) 

Wir können dabei ohne wesentliche Beschränkung | C | ^ | F | an- 
nehmen; femer dürfen wir voraussetzen, daß U mit V weder identisch 
noch assoziiert ist, indem im Gegenfalle aus (40) eine Ungleichung 

*(«,i)<i^, 
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im Widersprach mit (35), folgen würde. Es ist nunmehr notwendig 
I ^1 ^V^ anzunehmen. Wir bestimmen jetzt eine Einheit 8 in K(i) 
derart; daß in 

TT TT 



U 



sich 



sV 






^ ^ * 

^^<-l 



erweist; alsdann wird wegen ?/+ gewiß 



sV 



<1 



(41) 



sein (s. Fig. 72 S. 206). Hierauf stellen wir für den Funktionswert 
0(6, 1) die Ungleichung 



0(b,1)^0(b-^,o) + 0(^,1) 






ü 



0{\,O) + \±.\0{U,V) 



her, woraus dann nach (32) und (40) weiter 



*(.,!)< y2 



V 



V2 



+ 



folgt. 

Hier wird nun der Elammerausdruck rechts mit Rücksicht auf 
(41) sicher dann <1 sein, wenn |F|*^12 ist (vgl. oben (29), (30) 
und den anschließenden Text), und es folgt sodann 

im Widerspruch mit (35). Ist dagegen | F|*^ 11, so kann F, da es 
nach (39) nicht durch 1 + ^ teilbar ist, nur mit einem der Werte 
2 ± i, 3 identisch oder assoziiert sein und brauchen wir hiervon nur 
die Fälle F = 2 ± i und F = 3 selbst zu diskutieren, indem wir xma 
gegebenenfalls eine Multiplikation der Zahlen Ui V mit einer und 
derselben Einheit vorbehalten. 

Im Falle F==3 nun müßte U^s oder =-«(2±i) sein; dann 
wäre also 



bzw. 



U 



'-T 



s — 



U 



1- 



2±i_ 
3 



2_ 

3 

VI 

3 
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und in der Folge würde sich 

herausstellen. 

In den Fällen F=2^±i dagegen wäre TJ wegen |Ü^|^|F| 
notwendig entweder = b oder = + fii(2 T i), worin b irgend eine Ein- 
heit in K{t) bedeutet; bei der ersteren Annahme würde 



U 



1 i-UiA 



bei der zweiten 

'2 



U 



2 + » V 



5 



und daher beidemal 

«(«,l)<^<>/2 

folgen. 

So würde also die Annahme (40) in jedem Falle zu einer Un- 
gleichung 

*(6,l)<>/2 

führen; eine solche steht aber im Widerspruch mit der Ungleichung 
(35) und hiermit ist die Unzulässigkeit der Annahme (40), also die 
Richtigkeit der auf S. 198 ausgesprochenen Behauptung bewiesen. 



§ 5. Satz über zwei binäre lineare Formen mit komplexen 

Variabein für den ZahlkSrper K{i), 

Wir wollen nun zunächst die wesentlichste Anwendung der hier 
für den Fall -ö* = i gemachten Ausführungen entwickeln und erst 
in der Folge die abweichenden Umstände für den Fall ^ = j in Be- 
tracht ziehen. 

£s seien 

ri=^ ^x + fy 

zwei lineare Formen in den Tcomplexm Variabein x, y, mit beliebigen 
komplexen Koeffizienten a, /J, y, S und nicht verschwindender Deter- 
minante 

In ihre reellen und imaginären Bestandteile zerlegt, seien 
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S = li + iSa, V==^Vi+ *%• 

Wir betrachten den Bereich der sämtlichen Wertesysteme (x, y\ welche 
die beiden Ungleichungen 

ISI^I, i^l^l (42) 

zugleich erfüllen; wir können diese zwei Bedingungen auch in die 
einzige folgende: 

9(a;,y) = mai(|||,|ij|)^l (43) 

zusammenfassen und es ist leicht zu bestätigen^ daß die hiermit ein- 
geführte Funktion (pix^y) den Bedingungen (9), (10), (12), (14) ge- 
nügt und sonach (43), d. i. (42), einen konvexen Körper mit Mittel- 
punkt im Nullpunkt darstellt. Dieser Körper hat das Volumen 



J^ 



^^f^^ljfjfjfJiMI..,,.,., 



wobei das vierfache Integral über den Bereich 

Il* + l2*^l, V + V^i 

zu erstrecken und also gleich jt* ist; weiter haben wir, wenn die zu 
X, y, J, rjy A konjugiert- komplexen Größen bzw. mit x'y y', |', rj\ A' 
bezeichnet werden: 



d{Xi,Xi,yi,yi) d(x,y,x\y') 

und hieraus berechnet sich, indem der erste Quotient rechts offenbar 
= 1 ist, unmittelbar 

d{x^,x^,yi^yt) ^ 1 1 . 



I auf diese Weise ergibt sich 



Denken wir uns nun den Jf-Körper, der durch entsprechende Dila- 
tation des Körpers (42) vom Nullpunkte aus entsteht, gegeben durch 
die Ungleichungen 



SO ist das Volumen desselben 

AI*' 



^V=S*, (44) 
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und da nach dem Satze LX und dem bei (7) gemachten Zusätze 
dieses Volumen im vorliegenden Falle notwendig < 16 sein muß, 
so folgt: 

also: 

M<:^y\K\. (45) 

Beachten wir dabei die Bedeutung von M, so ist mit (45) der fol- 
gende Satz gewonnen: 

LXI. Zu zwei linearen Formen §, vi in zwei komplexen Variabein 
mit beliebigen komplexen Koeffizienten und nicht verschwiv^ender Deter- 
minante A lassen sich für die Variabein immer zwei ganze Zahlen des 
Körpers von i, die nicht beide verschwindenj derart angeben, daß für 
diese Zahlen 



2 ,/7-rT ... 2 



wird. 



||<-^y|A|, \ri\<-^V\K\ (46) 

y« y« 



§ 6. Genaue Bestimmung des Hinimums von zwei binären linearen 
Formen mit komplexen Variabein im Falle von K(i), 

Die Ungleichheitszeichen in (46) beweisen^ daß der kleinste unter 
den Werten, welche von der Funktion max(|g|, |iy|) für ganzzahlige 
im Körper K(}) gelegene, von 0, verschiedene x, y angenommen 

werden, wohl stets <— =r]/| A| ist, aber diese obere Schranke niemals 

erreicht. Wir stellen uns nunmehr die Aufgabe, für dieses Minimum 

M von max(|||, |iy|) die präzise, nur von A abhängige obere Grenze 

M 
aufzufinden, d. h. den größtmöglichen Wert von bei beliebig 

variierenden Koeffizienten a, ß, y, d zu ermitteln, natürlich zugleich 
auch die Existenz eines solchen größten Wertes darzutun. 

Multiplizieren wir alle Koeffizienten in |, iy mit einer willkür- 
lichen positiven Konstante t^ wodurch gleichzeitig M in M* ^tM, 

M* M 

A in A* = ^^A überseht, dann bleibt offenbar , = : indem 

wir nun t == 1/M annehmen und zugleich für ta, tß, ty, tS wieder 
bzw. a, /3, y, d, für A* wieder A schreiben, sehen wir, daß unsere 
Aufgabe darauf zurückgeht, das Maximum von 1/|A| oder das Mini- 
mum von I A I bei beliebig variierenden a, ß, y, d zu bestimmen, wäh- 
rend gleichzeitig vorgeschrieben wird, daß der Körper (42) außer dem 
NuUpunkte keifen weiteren Gitterpunkt in seinem. Inneren, wohl aber 
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-_.^ — — _ — — j-^ ^ — , ■ _■ _ 

Gitterpunkte auf der Begrenzung enthält. Beachten wir noch die Be- 
ziehung (44), so können wir das nämliche Problem noch dahin for- 
mulieren, unter Festhaltung des Gitters in x, y sei das Volumen des 
Eichkörpers (42) m einem Maximum zu manchen, während dieser Körper 
ein M'Körper bleiben söU. 

Es ist nun zunächst leicht einzusehen, daß die Begrenzung eines 
derartigen maximalen M-Körpers (42) sowohl Gitterpunkte enthalten 
muß, bei denen |S| = 1, \i]\<Cl ist, wie auch solche, bei denen |S| < 1, 
1^ I »=: 1 ist. Enthielte nämlich die Begrenzung eines solchen Körpers 
keinen Gitterpunkt, wofür ||| < 1, [i^l = 1 wäre, befänden sich also 
alle Gitterpunkte, die auf der Begrenzung des Körpers liegen, speziell 
auf der Fläche || | = 1, so würde der Bereich 

III ^1, \v\£t (47) 

auch noch für Werte des t, die > 1 sind, bis zu einer gewissen 
Grenze hin einen Jf- Körper vorstellen; das Volumen dieses sich mit t 
kontinuierlich ändernden Jf-Körpers (47) würde aber gegenüber dem 
Volumen des Jlf- Körpers (42) beständig mit t zunehmen und danach 
der Körper (42) noch kein maximaler Jf- Körper sein. Ganz ent- 
sprechend zeigt man, daß ein maximaler Jf- Körper (42) auch Gitter- 
punkte aufweisen muß, für die ||| = 1, |iy| < 1 ist. Ein maximaler 
Jüf- Körper der gesuchten Art wird darnach jedenfalls ein vierfacher 
ilf- Körper sein müssen. 

Wir setzen nunmehr voraus, daß auf der Oberfläche des Jlf- Kör- 
pers (42) zwei Gitterpunkte (x, y) = (^, g), (r, s) vorhanden seien, für 
deren ersteren 

II! = 1, Ni<i (48) 

und für deren letzteren 

|I|<1, l'?l = l (49) 

ist. Durch die Transformation 

mögen die Formen |, ri bzw. in Ausdrücke 

übergehen und wird sodann der Körper (42) in den Koordinaten X, Y 
durch die Ungleichungen 

1^1 ^1; 1^1 ^1 (52) 

definiert, während die genannten zwei Gitterpunkte auf der Oberfläche 
desselben die Bestimmungsstücke X= 1, F=0 bzw. X = 0, F= 1 
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erhalten. Für diese zwei Punkte gelten dann gemäß (48), (49) die 
Relationen 

= 1, \H\<1 



A 



bzw. 

|S|<1, ]H1 = 1 

und aus diesen Relationen ergeben sich unmittelbar für die Koeffi- 
zienten in (51) die Bedingungen: 

|AH1, i/^l = l, |p|<l, |<Ji<l. (53) 

Die Determinante ps — qr für die besagten zwei Gitterpunkte 
konnte nun nach § 4 nur einen der Werte f, «(1 +i), 2 b haben, unter 
« eine der Einheiten ±1, ± i verstanden. Die Werte 2 b kommen 
hierbei jedoch nicht in Betracht; denn aus jp.9 — gr == 2« würde hier, 
nach den Ausführungen in § 4 bei Gleich. (22), folgen, daß auf der 
Fläche I X| + I F| = 1 noch ein Gitterpunkt (a; = r*, y = 5*) existiert, 
welcher mit dem Punkte (jp, q) eine Determinante = b liefert und für 
welchen daher | F| = ^, hernach | X | = 4^, also | /S| < 1 , | üf | < 1 
wird, was der Bedeutung von (52) als jf -Körper widersprechen würde. 
Darnach kann gegenwärtig j) 5 — qr nur mit einem der Werte 6, «(1 + i) 
zusammenfallen und wir dürfen, indem wir uns r, s bzw. durch r/«, 
SJB ersetzt denken, direkt ps — gr = 1 bzw. = 1 + i annehmen; diese 
zwei Fälle werden wir nun nacheinander zu untersuchen haben. 

Es sei zunächst ps — qr ^ 1. Durch Bildung der Determinante 
von (51) erhalten wir 

A^(l-^<y) = A(i)5-gr), 

also im vorli^enden Falle, unter Berücksichtigung von (53), 

A|=»|l~()(j|. (54) 

Unsere Aufgabe läßt sich nunmehr dahin formulieren, die Tiom- 
plexen Größen p, ö mit Beträgen < 1 seien so zu bestimmen, daß 
\1 — Q6\ ZU einem Minimum toird, während gleichzeitig der Körper 

IX + ^ri^l, \öX + Y\£l (55) 

im Inneren außer dem Nullpunkte keinen weiteren Qitterpunkt 
enthält 

Diese letztere Bedingung ist nun nach § 4 (S. 194) hier völlig 
dadurch zu charakterisieren, daß die 12 Ungleichungen 

max(|6 + 9|, |<y + 4|)^l. (56) 

max(U + p(l + i)l, ^ + ~^\)^h, (57) 



r 
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max(|«(l + i) + (»|, |ff(H-i) + i-|)^l, (58) 

(« - ± 1, ± i) 

erfüllt sind. Hierbei können wir noch, — indem wir uns nötigen- 
falls Y und gleichzeitig damit auch y in geeignete der dazu asso- 
ziierten Größen verändert denken, — von vornherein annehmen, daß 

Q ^ 9i± ^929 9i ^ ^2 ^ 

(mit reellen q^j ^g) ist, und da überdies eine eventuelle Vertauschung 
von i mit — i den Betrag von l — q6 und die Gesamtheit der Be- 
dingungsungleichungen (56), (57), (58) nicht ändern würde, so können 
wir weiter noch die Annahme 

9 == Pi - iQiy Pi ^ P2 ^ 

machen. Schließlich wollen wir noch von dem* Werte 9 = 0, welcher 
hei beliebigem die Ungleichungen (56), (57), (58) ohne weiteres 
immer erfüllt und lAI = 1 liefert, vorerst absehen, und zwar mit 
Rücksicht auf den Umstand, den wir schon hier vorweg erwähnen, 
daß das gesuchte Minimum von | A | sich < 1 erweisen wird. 

Wir haben nun die Aufgabe, die Ungleichungen (56), (57), (58) 
übersichtlich weiter zu verarbeiten; diese Aufgabe ist keineswegs 
mühelos, läßt sich aber doch in durchaus befriedigender Weise durch- 
führen, indem die bekannte geometrische Darstellung der komplexen 
Größen in der Ebene heraugezogen wird, wobei unter Zugrundelegung 
rechtwinkliger Koordinaten a, b ein Punkt (a^ b) als Repräsentant der 
komplexen Zahl a -}- bi gilt. Zunächst werden dann die Bedingung 
I () I < 1 und die über q gemachte Annahme 

Q'^Qi — *>2 + 0, pi ^ pg ^ (59) 

damit gleichbedeutend, daß der der Zahl q entsprechende Punkt oder, 
wie wir kurz sagen wollen, der 
Punkt Q sich (Fig. 71) nur in dem 
letzten Oktanten Ä OB des um den 
Nullpunkt als Mittelpunkt mit 
dem Radius 1 beschriebenen Krei- 
ses, und zwar mit Ausschluß des 
Bogens BÄ und des Nullpunktes 
0, bewegen kann. 

Es ist alsdann weiter fest- 
zustellen, in welchem Bereiche die 
Größe je nach dem Orte des q 
verweilen* darf, damit die Unglei- 
chungen (56), (57), (58) sämtlich Fig. 71. 
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erfüllt sind. Diese letzteren Ungleichungen lassen sich nun folgender- 
maßen aussprechen: so oft für irgend welches der Wertepaare 

iX,Y) ^ (b, 1), {e, 1 + {), (sa + i), 1) 

sich I X + (> F| < 1 herausstellt^ soll für dieses selbe Wertepaar (X, Y) 
gleichzeitig |tf X + I^| ^ 1 gelten. Der Vordersatz in dieser Bedingung 
kommt also jedesmal auf das Bestehen einer der zwölf Ungleichungen 

\e + Q\<l, (60) 

1 



1 + 



-i + Q 



< 



y2 



(61) 
(62) 



hinaus und bedeutet sonach, daß der Punkt q im Inneren eines der 
Kreise: um — c als Zentrum vom Radius 1, um — s/(l -j- i) als Zen- 
trum vom Radius 1/^2, um -— e (1 + i) als Zentrum vom Radius 1, 
sich befindet. 

Von den vier unter (60) fallenden Ungleichungen sind nun die- 
jenigen 

|l + p|<l, \-i+Q\<l 

hier von vornherein ausgeschlossen, da sie der Größe q solche Bereiche 
zuweisen, welche mit dem Bereiche AOBy in dem sich q nach der 
Voraussetzung (59) befinden soll, keinen Punkt gemein haben (Fig. 72). 
Was femer die Ungleichung 

|-1+(>|<1 (63) 

betrifft, so laßt dieselbe für q offenbar den Bereich AOB (von ab- 
gesehen) vollständig in Geltung; gleich- 
zeitig mit (63) soll nun nach (56) 

1^-1 i^l (64) 

sein, also 6 außerhalb oder auf der Peri- 
pherie des Kreises um 1 vom Radius 1 
und folglich in dem nicht innerhalb dieses 
Kreises befindlichen Teile NON'PN 
des Einheitskreises, mit Ausschluß des 
Bogens N'PN, Uegen (Fig. 72). End- 
lich ist die Ungleichung 

dann erfüllt, wenn q dem Bereiche OBG 
angehört, den der Kreis um — i vom Radius 1 mit dem Oktanten 
AOB gemein hat, wobei noch die Bogen CO, BC auszuschließen 
sind; fällt q in diesen Bereich, dann wird gleichzeitig 6 vermöge 

\6-i\^l (65) 
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auf denjenigen Teil TOSET des Einheitskreises^ mit Ansschlufi des 
Bogens SET, verwiesen, welcher nicht innerhalb des Kreises um i 
vom Badius 1 liegt (Fig. 72). 

Von den vier Ungleichungen (61) (Fig. 73) können wiederum 
zwei, nämlich 



+ 9 



< 



1/2' 



1+t 



+ Q 



< 



1/2' 



bei der schon Vorausgesetzten Lage des q überhaupt nicht statthaben. 
Dagegen trifft die Ungleichung 



— 1 + » 



+ 9 



< 



1/2 



OJ^tr 




-jf-t-io 



cj^l^ 



J't 




-y-I • 



•y-t 



im ganzen Bereiche ÄOJB der Größe q (von und Ä abgesehen) 
zu und muß sich daher gleichzeitig immer der Bedingung 

l^-(l+*)l^l (66) 

unterwerfen, also notwendig in demjenigen Teile AD'QPEBA des 
Einheitskreises, mit Ausschluß des Bogens QPEBÄ, verweilen, welcher 
nicht innerhalb des Kreises um 1 + i vom Radius 1 liegt. Im Falle 
des Bestehens von 



1 — t 



+ Q 



< 



1/2 



schließlich wird q auf das Segment ODA 0, das dem Einheitskreise und 
dem Kreise um -^ vom Radius — =- gemeinsam ist, mit Ausschluß 

des Bogens ODA, verwiesen und alsdann muß ö wegen 

in dem Teile EDAQPE des Einheitskreises, welcher nicht innerhalb 
des Kreises um 1 — i vom Badius 1 Uegt, mit Ausschluß des Bogens 
AQPE, verweilen. 
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festgehaltene q und das zu findende 6 der Wert von | ! — (»(;{, also 
auch derjenige von 6 , möglichst klein wird. Wir beachten 

dabei, daß diese letztere Größe die Distanz des Punktes vom 
Punkte 1/q bedeutet und stellen mit Rücksicht darauf nun auch 
für die Größe 1/q diejenigen Bereiche fest, welche den Bereichen 
I, II, in, IV, V des Q bzw. entsprechen. Dabei können wir von 
einem Punkte q zum zugehörigen Punkte 1/q durch Spiegelung 
am Einheitskreise und daran anzuschließende Spiegelung an der 
reellen Achse übergehen; es geht alsdann der Einheitskreis in sich 
selbst über, der Badius ^0 in den außerhalb des Einheitskreises ge- 
legenen positiven Teil ÄÄ^, der Achse der reellen Zahlen, der Radius 
jBO in den außerhalb des Einheitskreises im positiven Quadranten 
verlaufenden Teil KK^ der Halbierungslinie des genannten Qua- 
dranten, der im vierten Quadranten befindliche Bogen AG DO des 
durch die Punkte i, 1, gelegten Kreises in den im ersten Quadranten 
verlaufenden Teil AH^ der Geraden, welche durch die Punkte — i, 
1 geht, der Kreisbogen CGFOj der im Nullpunkte die Achse der 
reellen Zahlen berührt und rückwärts fortgesetzt durch — 2t läuft, 
in den zur Achse der reellen Zahlen parallelen, von ^i herkommenden 
Strahl TT^, endlich der Kreisbogen AF, welcher die Achse der 
reellen Zahlen in 1 berührt und fortgesetzt durch — i läuft, in einen 
Kreisbogen AJ, welcher ebenfalls in 1 die Achse der reellen Zahlen 
berührt und fortgesetzt durch i läuft, also dem Kreise um l-\-i vom 
Radius 1 angehört. Auf diese Weise entsprechen den fünf im letzten 
Oktanten des Einheitskreises gelegenen Bereichen I, II, III, IV, V 
für Q bzw. die fünf außerhalb des Einheitskreises im ersten Oktanten 
der Größenebene verlaufenden Bereiche AHTA, AJHA, T^JAA^y. 
K^KTHH^, H^HJT^ für 1/p, die bzw. mit I* II* III* IV* V* 
bezeichnet seien. 

Der Wert von IJq werde nun irgendwie in einem der letz- 
teren Bereiche festgehalten; wie wir alsdann auch in dem zugehörigen, 
damit verträglichen Bereiche für 6 den Punkt 6 wählen mögen, 
immer können wir durch Verschiebung dieses Punktes in der Rich- 
tung auf den Punkt IJQ zu die Größe ' 6 beständig verkleinem, 

bis schließlich auf einen innerhalb des Einheitskreises gelegenen 
Begrenzungspunkt des betreffenden Bereiches fällt. Es geht dieses 
daraus hervor, daß die zwei Tangenten am Einheitskreis in Q und N 
den Bereich I*, jene in Q und jR die Bereiche II* und III*, in S und 
N den Bereich IV*, endlich die Tangenten in S und jR den Bereich V* 
zwischen sich fassen. Wir können uns daher darauf beschränken, 
6 bloß auf den Grenzbogen der jeweils ihm zukommenden Bereiche 
sich bewegen zu lassen und haben also nur noch auf diesen Bogen 
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jedesmal Punkte mit einem Minimum des Abstandes vom Punkte 1/q 
zu suchen. 

Nehmen wir 6 zunächst im Inneren irgend eines der hierfür nun 
in Betracht kommenden Kreisbogen 

Or, VQy OQ, OS, WO, BW, NW (70) 

beliebig an und es werde der Mittelpunkt des Kreises, dem der be- 
treffende Kreisbogen angehört, durch die Größe 6q repräsentiert; denken 
wir uns femer um den Punkt 1/q als Mittelpunkt einen Kreis durch den 
angenommenen Pimkt 6 geschlagen. Die zwei Kreise, um 6q vom Radius 



6 •— 6q\ und um 1/q vom Badius 



, werden sich im Punkte 6 



6 

entweder schneiden oder berühren; darunter kann die Berührung, wie 
Fig. 75 auf den ersten Blick zeigt, nie eine äußere sein. Im Falle 
des Schneidens kann man nun durch Fortbewegung des 6 von der 
für dasselbe angenommenen Stelle aus längs des betreffenden Kreis- 
bogens in einem bestimmten Sinne (Fig. 76 a) den Abstand 6 

stets verringern. Im Falle der 
Berührung dagegen überzeugt 
man sich zunächst, daß dabei 
der Kreis um 6^ vom Badius 
ö — 0q\ notwendig im Inneren 
des Kreises um 1/^ vom Ba- 
dius ! ^ liegen muß, und 

1 ^ ' . 

zwar deshalb, weil die zu den 

Kreisbogen (70) bzw. gehörigen 

Kreissektoren mit dem Gesamtbereiche des 1/q außer dem Punkte 

— = 1, welcher aber für 1/q überhaupt nicht in Frage kommt, und 

dem Punkte — = 1 + i, welcher jedoch außerhalb III* liegt, keinen 

sonstigen Punkt gemein haben; daraus folgt, daß in diesem zweiten 

Falle der Abstand 6 

betreffendem Kreisbogen, sowohl im einen, wie im anderen Sinne, 
jedesmal verkleinert wird (Fig. 76b). Demnach kann ein Minimum 

, also auch von 1 1 — (xj |, nicht statthaben, wenn 6 im 





Fig. 76. 



durch Fortbewegung von 6 auf dessen 



von 



— 



Inneren eines der Kreisbogen (70) liegt, und kcmn daher dieses Mini- 
mum nur eintreten, während 6 in einem der Endpunkte 0, F, W liegt, 
eventuell kann eine u/ntere Grenze der in Frage kommenden Werte von 
\1 — Q6\ sich ergehen, wenn 6 in einen der Punkte Q, S, R, N des 
Einheitskreises gelangt. 

14* 



212 VI. Annäherung komplexer Größen durch Zahlen des Körpers usw. 



Was nun zunächst diese letzteren Punkte Q, S, R, N anbetrifft, 
so zeigt Fig. 75, daß der Punkt 1/p, wie er auch in den jeweils ihm 
zukommenden Bereichen liegen mag, jedenfalls vom Punkte eine 
geringere oder höchstens die gleiche Entfernung hat, wie von dem 
gerade betrachteten jener vier Punkte. Daher genügt es, bezüglich 
des Zustandekommens des Minimums von |1— ()(y| bloß die Werte 
des 6 in den Punkten 0, F, W, die wir mit öo, öy, öw bezeichnen 
wollen, zu prüfen. 

Zunächst ist tfo = 0, also hier 1 1 — ()ö| == 1. Bezüglich öy, 6w 
fragen wir mit Rücksicht auf 

1 — Q6\ — (J I p 

S i I I I /? *» 



weiter nach jenen speziellen Lagen des q, welche ein Minimum von 

Q bewirken. Den (J -Werten auf dem Kreise 



1 

6 



— -Q resp. 



um 1 vom Radius 1, welcher durch den Nullpunkt geht und auf der 
Achse der reellen Zahlen senkrecht steht, entspricht als Ort der zu- 
gehörigen Werte 1/6 die zur Achse der reellen Zahlen senkrechte 
Gerade Y\^NY^ (F^g- 75)> welche durch die Schnittpunkte des ge- 
nannten Kreises mit dem Einheitskreise läuft. Diese Gerade geht 
durch die Punkte J[(() = ^, in der Figur nur mit ^ bezeichnet) und 
F und es liegen auf ihr die den Zahlen l/cJr, Ij^w bzw. entspre- 
chenden Punkte F*, TF*; diese letzteren befinden sich notwendig 
symmetrisch zueinander bezüglich der Achse der reellen Zahlen. Für 
6 ^ 6v erscheint nun q auf den Bereich UI angewiesen und sonach 

wird der Abstand p , wie aus Fig. 75 ersichtlich, dann am 

Oy 

kleinsten, wenn q im Punkte F zu liegen kommt; es ist alsdann 

1 



l-Q0\^ 



— Q 



1! 
a I 



ÖV* 



Im Falle 6 ^ öw dagegen kann q im ganzen Oktanten AOB vari- 

— Q am kleinsten, wenn q im Mittel- 



ieren uod sonach wird 



w 



punkte Ä der Strecke OA liegt; dann haben wir: 

ÄW* 



\—Qti 



Da nun 



ist, so folgt daraus 



OTT* 



ow"^ = or*>ÄW'^ > F*F 

- ÄW* V*F 



ow 



ov 
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und danach tritt endgültig in dem gegenwärtig betrachteten FaMe der 
Meinstmögliche Wert von \1 — q6\ ein, wenn q in F, ts in V liegt. 
Man berechnet leicht die bezüglichen Werte von p, 6 zu 

2 Tri 

1 ,1/3 . s 1/3 — 1 """äT 



y2 



6v = iQF == 1 — ij^ = 






27fi 
~2i~ 



27ti 



WO j die dritte Einheitswurzel e ^ = 
dafür 



— i + tys 



bezeichnet, und erhält 



1 — qf^v^ \- 



'r^-D 



3-1/3 

/ e 



8 7tt 

24 



(71) 



sonach für das gesuchte Minimum von | 1 — p^| den Wert 

.^r-J^_ 0,8965.... 

■j/2 

Wir gehen nunmehr zur Betrachtung des zweiten der beiden Fälle 

über, die oben auf Seite 204 zu unterscheiden waren, und machen 

also die Annahme 

ps — qr =\ + i. 

Wir transformieren jetzt wiederum, wie auf S. 203, die Formen 
I, VI mittels der Gleichungen (50) bzw. in 

S=X{X + qY), H=(iittX+Y), (72) 

wobei sich 



fi 



= 1, |^|<1, \6\<1 



A =1, 

erweist. Diesesmal wird 

1 1 — p<? I = I A I I jp5 — gr I = 1/2 I A 

Unsere Aufgabe lautet nun, die Größen 9, seien so zu be- 
stimmen, daß I 1 — ()(? I ein Minimum wird, während der Bereich 

IX + ^ri^l, \6X+Y\£1 (73) 

im Inneren außer dem Nullpunkt weder einen weiteren Punkt mit 
ganzzahligen X, Y, noch auch irgend einen Punkt, für den (1 + i) X, 
(1 + i)Y beide ganzzahlig und = 1 (mod. 1 + i) sind, enthält. 

Der hiermit geforderte Charakter des Bereiches (72) wird nun 
nach § 4 (S. 198) völlig durch die vier Ungleichungen 

max{\a + Q\, |tf + i-|)^-)/2 (« = ±1, ±*) (74) 

ausgedrückt. Zur bloßen Ermittelung des Minimums von |1 — p(y| 
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-^ können wir uns femer aus 
analogen Gründen, wie vor- 
hin, auf die Annahme 

beschränken; dadurch wird 
Q in der komplexen Größen- 
ebene wiederum auf den 
letzten Oktanten Ä OB des 
Einheitskreises mit Aus- 
schluß des Bogens BA 
yerwiesen (Fig. 77). 

Die Bedingungsunglei- 
chungen (74) sagen nun 
aus, daß so oft für ein q 
und ein s 

6 + Q\<y2. (75) 

wird, gleichzeitig 6 derart beschalBPen sein soll, daß 




<y + 



^1/2 



wird. Von den vier in Frage kommenden Ungleichungen (75) treten 
nun, wie Fig. 77 zeigt, die folgenden zwei 

l-l-hpKV^, |i-t-9|<l/2, (76) 

für jedes q des Bereiches AOB (von A abgesehen) ein, indem die 
Kreise um 1 und um — i vom Radius y2 diesen Bereich ganz in sich 
einschließen; gleichzeitig muß demnach 

I (j - 1 1 ^ y2, \tS-i\>V2 

sein, also 6 in demjenigen Teile des Einheitskreises liegeu, welcher 
nirgends ins Innere der Kreise um 1 und um i je vom Radius 1/2 
eindringt, d. i. 6 muß im Kreisdreieck B UP liegen, wovon noch der 
Bogen PB wegen der Bedingung | (J | < 1 auszuschließen ist. Dieses 
Dreieck jR UP fällt andererseits ganz in den Kreis um — i vom Radius 
Y2 und ist darin also für jeden Punkt 6, — bloß mit Ausnahme 
des Punktes P, der hier aber nicht in Betracht kommt, — 

folglich darf niemals gleichzeitig 
sein, d. h. es muß für q hier stets 
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gelten, also q außerhalb oder auf die Peripherie des Kreises um i vom 
Radius ")/2, d. h. hier notwendig in das Kreisdreieck ALB, mit Aus- 
schluß des Bogens BÄ, fallen. Im Bereiche dieses Kreisdreiecks ist 
nun, wie Fig. 77 zeigt, auch niemals 

es erscheinen hier also die zwei weiteren, außer (76) zu diskutieren- 
den Ungleichungen (75) ausgeschlossen. 

Wir haben demnach das Minimum der Werte von \1 — q0 
zu suchen, während nunmehr q sich in ALB y <y in BüPy jedesma, 
mit Ausschluß der Werte auf dem Einheitsfcreise, bewegen. Aus dem 
Bereiche für q finden wir zu diesem Zweck zunächst als zugehörigen 
Bereich für 1/q das Kreisdreieck AMKy indem der Bogen AB des 
Einheitskreises im letzten Oktanten in den Bogen AK desselben 
Kreises im ersten Oktanten übergeht, ferner der den Bogen AL ent- 
haltende Kreis, wie jeder durch die Punkte 1,-1 laufende Kreis, in 
sich selbst und also sein Bogen AL im letzten Oktanten in seinen 
Bogen AM im. ersten Oktanten übergeht, schließlich die Strecke BL 
auf der Halbierungslinie des letzten Quadranten in die Strecke KM 
auf der Halbierungslinie des ersten Quadranten sich verwandelt; wie 
der Bogen BA vom Bereiche BAL, so ist jetzt der Bogen KA vom 
Bereiche AMK auszuschließen. Halten wir nun vorderhand den Wert 
von 1/^ beliebig im Bereiche AMK fest, so handelt es sich dann 

bei diesem 1/p. Wir sehen zunächst, 

— da die Tangenten in P und B am Einheitskreise das Kreisdreieck 

AMK zwischen sich schließen, — daß ein Minimum der fraglichen 

Größe hier nur eintreten kann, wenn 6 auf einem der Bogen jR CT, 

JJP liegt, und weiterhin, — da die Kreissektoren QPUy AUB nicht 

in AMK eintreten, — nur wenn 6 in einen der Endpunkte JB, U, P 

dieser Bogen fällt. Hierbei kommen die Punkte P und jR nicht in 

Frage, da das Kreisdreieck AMK auf derselben Seite der Geraden PQ 

wie der Bogen P Uj femer auf derselben Seite der Geraden BA wie der 

Bogen B U bleibt. 

1 

9 

im Punkte U liegt Zu dem betreflfenden Werte 6 = 6u suchen wir 

jetzt weiter das Minimum von \l — q6ü\ = \(5u\ p !; die Größe 

l/öu wird durch den Schnittpunkt Z der Halbierungslinie des vierten 
Quadranten mit dem Kreise um i vom Radius Y2 repräsentiert, indem 
beim Übergang von den Werten ö zu den Werten 1/6 dieser letztere 
Kreis in sich übergeht und aus der Halbierungslinie des dritten Qua- 
dranten die Halbierungslinie des vierten Quadranten wird. Nun hat 



' 1 

um das Minimum von .6 

9 



Das Minimum von 



tritt also notwendig ein, während 
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unter allen Punkten q im Bereiche BAL die Ecke L sichtlich den 
kleinsten Abstand von Z; sonach tritt das Minimum von \l — q6\ in 
dem hier betrachteten Falle endgültig für 

,. .nV3 — 1 -8 .. l/3— 1 -8^^ 

(> = ^x - (1 - ^) ^^- =/ - ^^ - ^-^- e 24 , 



/ 1 xKö— 1 • -9 1/55 — i_9:l:u 



.^>/3 — 1_ . ..2 1/3 — 1 -D^''* 

ein tmd es beträgt 

Auf diese Weise erhalten wir hier für das Minimum von | A | = -p ] 1 — () ö" 
denselben Wert — ;_!— , wie in dem an erster Stelle behandelten Falle 

1/2 

ps — qr ^ 1. 



§ 7. Endgültige Formnliernng des Satzes über zwei binäre lineare 

Formen für K{i). 

Indem wir nun auf die ursprüngliche Fassuug des von uns nun- 
mehr erledigten Problems aus dem Anfang des § 6 zurückgehen, 
können wir die gewonnenen Resultate in folgender Weise aussprechen : 

Sind 5, r] zwei binäre lineare Formen in den komplexen Varia- 
bein X = Xi -\- ix^, y = Vi + ^2^2; ^^^ beliebigen komplexen Koeffi- 
zienten und einer Determinante A4=0, und betrachten wir im vier- 
dimensionalen Gitter der x^, x^, y^, y^ den zum Eichkörper 

homothetischen J/-Körper, so gilt für dessen Parameter M stets die 
Ungleichung 



M<1/-! 



Dabei tritt in dieser Ungleichung unter gewissen Umständen das 
Gleichheitszeichen ein, und zwar dann und nur dann, wenn der Aus- 
druck 1 1 — ()d|, welcher aus den Koeffizienten von S, iy in der im 
vorigen Paragraphen erörterten Weise zu bilden ist, für die vor- 
liegenden §, ri gerade sein von uns dort gefundenes Minimum er- 
reicht. Diesbezüglich haben wir noch die zwei im vorigen Para- 
graphen unterschiedenen Fälle einzeln zu betrachten. 

Im ersteren dieser Fälle tritt das Minimum von 1 1 -— ^ <? | unter 
der bezüglich des q gemachten Annahme (59) für 

Q = -i—f, 6=l-if 
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ein (S. 213), also allgemein dann, wenn p, ö mit einem der 4 Werte- 
paare 

oder mit einem der 4 dazu konjugiert -komplexen Wertepaare zu- 
sammenfallen. Ist nun dieses der Fall, dann existiert der Bedeutung 
von (), 6 zufolge (S. 203) eine ganzzahlige Substitution von einer 
Determinante ± 1 oder ±^ i, welche die Formen |, rj bzw. in Aus- 
drücke 

s=nx+{-i-f)T\, 

resp. in dazu konjugierte Ausdrücke überführt, während A, ^ irgend 
welche Größen von Beträgen 1 werden. Beachten wir noch, daß die 
hier auftretenden Formen 

X + (-i-j^Y, (l-ij^X+Y 
die bemerkenswerte Eigenschaft haben, durch die Substitution 

x = x* + r* r=- 7* 

von der Determinante — 1 in die Formen 

X* + {i-j)Y*, -if[(l+ij)X*+Y*] 

überzugehen, deren erstere offenbar zu der ersten in (78) konjugiert- 
komplex und deren letztere bis auf den Faktor — ij^ vom Betrage 1 
zu der zweiten in (78) konjugiert-komplex ist, — so können wir schon 
erschöpfend sagen, daß die Größe |1 — ()(5| ihr Minimum im vor- 
liegenden Falle dann und nur dann erreicht, wenn eine ganzzahlige 
Substitution von einer Determinante ± 1 oder + i existiert, welche 
die Formen S, rj in Ausdrücke (78) überführt. 

Erwähnt sei hier noch eine andere bemerkenswerte Eigenschaft 
der Formen (78), des Inhalts nämlich, daß diese Formen durch die 
Substitution 

X = (- 1 + f)X* + i 7* r = X* - i r* (79) 

von der Determinante 1 in die Formen 

j {X* + {-i- f) Y*), f{a - ij^ X* + Y*) 

übergehen, sich also einfach mit j bzw. ß multiplizieren. Die drei- 
malige Ausübung der Substitution (79) nacheinander muß hiernach, 
wegen j^ = 1, auf die identische Substitution hinauskommen. 

Im zweiten der oben unterschiedenen Fälle tritt das Minimum 
von \1 — Qö ein, wenn q, 6 eines der 4 Wertepaare 
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oder eines der 4 dazu konjugiert -komplexen Wertepaare vorstellen, 
wenn also (vgl. S. 203) für |, iy eine ganzzahlige Substitution (50) von 
einer Determinante ±1 ±,i existiert, wodurch |, i^ in Ausdrücke 

s -- x(x + (f - ij)n 

oder in dazu konjugiert-komplexe Ausdrücke transformiert werden, 
während A, [i irgend welche Größen vom Betrage 1 werden. Nun 
gehen die Ausdrücke (80) durch die Substitution 

T (81) 

Ton der Determinante — r— •— • ü» 

l+t 

A(x* + (-i-j«)r*), 

d. h. in Ausdrücke von der Gestalt (78) über, und Entsprechendes 
gilt auch für die zu jenen (80) konjugiert -komplexen Ausdrücke. 
Mithin folgt durch Komposition der betreffenden Substitution (50) 
mit (81), (nach der Eigenschaft p^r, q^ s (mod. 1 + i), die den 
Koeffizienten py g, r, s der Substitution (50) hier zukommen muß, 
vgl. S. 196), auch im gegenwärtigen Falle, wie im vorigen, wieder eine 
ganzzahlige Substitution von einer Determinante + 1 oder + i, welche 
die Formen |, i^ in Ausdrücke von der Gestalt (78) überführt. Der 
Grenz faU, in dem (77) mit dem Gleichheitszeichen erfüllt ist, ist somit 
tmter den gegenwärtigen umständen nicht verschieden von dem Grenz- 
falle, der sich unter den vorhin betrachteten Umständen herausstellte. 

Indem wir nun in der Ungleichung (77) die Bedeutung von M 
ins Auge fassen und noch die Formel (71) berücksichtigen, können 
wir jetzt die erzielten Resultate endgültig in dem folgenden Satze aus- 
sprechen: * 

LXn. Sind 

g = «rr + ßy, 

ri=yx-\-dy 

zwei lineare Formen in zwei komplexen Variahein x, y mit beliebigen 
komplexen Koeffizienten und einer von Null verschiedenen Determinante 
A, so gibt es stets ganze Zahlen x, y im Körper von i, die nicht beide 
verschwinden, so daß für dieselben 
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toird. Im allgemeinen lassen sich die hesa^gten Zahlen x, y sogar der- 
art angeben, daß die Beziehungen hier mit dem Ungleichheitszeichen er- 
füllt sind; eine Ausnahme bildet nur der Fall, wo ^, rj so beschaffen 
sind, daß eine, ganzzahlige Substitution von einer Determinante « =» ± 1 
oder =« ± i existiert, welche diese Formen in Formen 



V 
V7- 



>^ A.e^"'"(X + (-i-i^D, 



3—1/3 



2ni 



^A-e« """■((l-y»)Z+r) 

Überführt, worin j = i — — ist und m irgend eine reelle Größe be- 
deutet. 



§ 8. Bestimmnng der zulässigen Werte von E im Falle von K(j). 

Charakter vierfacher JMT-Kftrper. 

Wir wollen nun für den Zahlkörper der dritten Einheitswurzel 

j = 2^ analoge Untersuchungen durchführen, wie solche in den 

§§ 4 — 7 für den Körper von i angestellt wurden. 

Wir verwenden dabei wieder die in den §§ 2, 3 gewählten Be- 
zeichnungen, in dem dortigen Sinne, indem wir zugleich unter Gitter- 
punkten jetzt Punkte (x, y) verstehen, für welche x und y ganze 
Zahlen im Zahlkörper von j sind, — und knüpfen unmittelbar an die 
folgende in § 3 Formel (21) für den Fall %'=^j erschlossene Tat- 
sache an: stellt 

ip{x, y)£M (82) 

einen vierfachen Jf- Körper im Gitter der x, y vor, d. h. befinden 
sich auf der Oberfläche dieses Jf- Körpers solche zwei Gitterpunkte 
(p, q), (r, s), wobei ps — qr => E ^ 0, also nicht gerade p = €r,q = bs 
ist, unter s eine der sechs Einheiten ±1, ±j, ±:ß verstanden, dann 
ist dabei sicherlich \E\^<^S. Wir wollen nun im folgenden die hier 
tatsächlich möglichen Werte von E genau ermitteln, um hernach den 
Charakter des Bereiches (82) als eines J!f- Körpers in einfacher Weise 
formulieren zu können. 

Die Zahlen p, q sind teilerfremd*, daher können wir jedenfalls 
zwei ganze Zahlen in K(J), etwa p^, ^, derart bestimmen, daß 

pc^ — iP^ = 1 

wird. Wir führen alsdann das Gitter der x, y durch die Substi- 
tution 
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y^qX + ^Y 

in ein Gitter der X, Y über; die X, F- Koordinaten des Gitterpunktes 
(P? q) werden dann 1,0, jene des Gitterpunktes (r, s) mögen i?, S heißen, 
wobei S = E wird, endlich geht die Funktion q){Xyy) in eine Funk- 
tion 0(X, Y) und die den Bereich des Jf- Körpers definierende Un- 
gleichung (82) in die folgende über: 

Q{X,Y)<,M, (83) 

Wir können dabei statt (r, s) überhaupt irgend einen Punkt 
(«r, £s) unserer Betrachtung zugrundelegen, wobei e eine beliebige der 

hin 

sechs oben aufgezählten Einheiten, =e^ (Ä = 0, 1,2,3, 4, 5), be- 
deutet; es tritt alsdann eS an Stelle von S und nun denken wir 
uns a unter dessen sechs möglichen Werten speziell so festgesetzt, 

daß die komplexe Größe sS dabei einen Arkus ^ — y ^^^ <^ ~§' 
erhält. Alsdann wird bei dem Ansatz 

worin S^ , Sg reell sind, 

S,>0, -S,£S,<^ (84) 

sein (vgl. Fig. 82, S. 232). Nun denken wir uns an Stelle von fr, 
eSy eS wiederum bzw. r, s, S geschrieben und es gelten jetzt für 
S = S^ -\-jS2 "= E die Bedingungen (84). Mit Rücksicht auf diese 
letzteren und auf die Relation 

ME\' = (2S, - S,y + 3Ä,« = SS,' + (S, - 2S,y (85) 

folgen nunmehr aus der Ungleichong 

4|ß|»<32 
för E die Werte 

S,+jS, = l,l-j, 2,2-i, 3+j = 2-/ 

mit den Normen bzw. 

1, 3, 4, 7, 7 

als die einzigen Werte, die hier für E in Betracht kommen können, 
und diese sind nun einzeln zu untersuchen. 

Wir ziehen dabei analog, wie in § 4, den durch die Unglei- 
chung 



W{X, Y) = 



x-4r 



+ 



Y 

S 



<1 



definierten Körper zur Betrachtung heran; derselbe ist, wie wir in 
§ 3 gesehen haben, im Körper (83) vollständig enthalten. 
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In den Fällen S = -E = 2 — j, 2 — j^ könnte nun, da B, S teiler- 
fremd sein sollen, R nur ^+1, ±i? ztß (mod. /S) ausfallen und 
Hesse sich daher X als ganze Zahl hier stets so bestimmen, daß 

1 



^-4 



s 



und in der Folge 

also 

^F(X, 1) < 1 

würde. Darnach würde aber der betreffende Gitterpunkt (X, 1) sich 
im Inneren des Körpers (83) befinden, was ausgeschlossen ist; es 
kann daher hier keiner der Fälle ^ = 2— j, 2—ß statthaben 

Im Falle 5 = J5? = 2 muß R = l oder j oder j^ (mod. 2) sein und 
können wir hier sonach X als ganze Zahl so bestimmen, daß 

I ^' I 
wird. Der zugehörige Gitterpunkt (X, 1) muß hernach dem Körper 
(83) angehören und also notwendig auf dessen Begrenzung liegen. 
Entsprechen diesem Gitterpunkte die Werte a: == r* y = s* so ist für 
die Punkte (a?, y) = (j), g), (>**, 5*): 

E* =2>s* — gr* = 1 

und können wir somit von dem Falle E ^ 2 aus stets auf den Fall 
E = 1 zurückkommen. 

Wir brauchen mithin nur noch die zwei Annahmen £J = 1 und 
E = 1 —j weiter zu verfolgen. 

Es sei zunächst E = 1. Durch die Substitution 

X =-pX + rY. 
y = qX + sY 

transformieren wir das rc, y-Gitter in ein X, F-Gitter, wobei die 
Punkte {x, y) = (jp, q), (r, s) bzw. in die Punkte (X, Y) = (1, 0), (0, 1) 
übergehen. Zugleich schreiben wir 

nehmen der Einfachheit halber J!f = 1 an und haben sonach 

<&(1,0)-1, *(0,1) = 1. (87) 

Soll nun der Körper 

0{X, r) ^ 1 (88) 

einen Jlf- Körper vorstellen, so muß für ein beliebiges, von (0, 0) ver- 
schiedenes ganzzahliges Wertepaar (6r, H) stets 
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9{G, H) ^ 1 



(89) 



sein. 



Diese unendlich vielen Bedingungsungleichungen (89) sind jedoch 
mit Bücksicht auf das Bestdien der Gleichungen (87) bereits eine Folge 
der nachstehenden 18 speziellen, unter (89) enthaltenen Ungleichungen: 

. <!>(£, 1)^1, (90) 

*(e(l-j),l)^l, 4>(f,l-j)^l, (91) 

(« = ±i,±i,±/). 

Um dieses zu beweisen^ nehmen wir an^ die Gleichungen (87) und 
alle Ungleichungen (90) ^ (91) seien erfüllt^ es gäbe aber trotzdem ein 
von 0, verschiedenes Paar teilerfremder ganzer Zahlen 6r, H, wofür 

0(G, S) < 1 (92) 

wäre. Wir denken uns dabei etwa | Cr | ^ | fi"!; alsdann muß, da (87), 

(90), (91) bereits vorausgesetzt werden, jedenfalls |fi] > |1 — j| = YS, 
mithin |-H| ^ 2 sein. Wir stellen nun für 0(X, Y) die folgende Un- 
gleichung her: 

a>(x, Y)^ ®(x-4 r,o) + ®(-| r, r) 

»!X-^r|<P(i,o) + |^|a^(ß,s); 

daraus folgt wegen (87) und (92), F + vorausgesetzt, 

r 



«(X, Y) < 

G 



x-4r 



+ 



H 



(93) 



Ist I £r| = 2, SO müßte -^ entweder = y oder « ^ ^^ sein, wo- 
rin 6 irgend eine der Einheiten in K(j) bedeutet, und würde dann 
aus (93) entweder 



oder 



0(0, 1) < 



0{e, 1) < I e - 



8 



1^ 

2 



+ -;---i, 



^(i-i) 



+ H1 



folgen, beidemal im Widerspruch mit einer der Bedingungen (87), (90). 
Ist dagegen | IT | > 2, also hier auch ^ "j/?, so denken wir uns 

eine Einheit € derart bestimmt, daß der Punkt —jr in der komplexen 
Größenebene einen Arkus >:— ^r und < -^ erhalte: es hätte dann 

DO' 

dieser Punkt von mindestens einem der zwei Punkte und 1 (0 und 
Ä) einen Abstand ^ — (siehe Fig. 81 auf S. 231) d. h. es wäre min- 
destens eine der Ungleichungen 
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^,-i, 



G 



<' 



erfüllt und sonach würde dann mit Rücksicht auf (93) für mindestens 
eines der Wertesysteme (X, Y) = (s, 1), (0, 1) die Ungleichung 

gelten, wiederum im Widerspruch mit einer der Beziehungen (87), 
(90). Hiermit erweisen sich in der Tat die sämtlichen Ungleichungen 
(89) als eine Folge der Gleichungen (87) und der Ungleichungen 
(90), (91). 

Es sei zweitens E = ps — qr ^ 1 —j. Wir bemerken zuvörderst, 
daß für ^, 2 und r, s hier mod. 1 —j nur die Restensysteme ± 1,0; 
0; db 1? db 1; db 1 i^ Betracht kommen; mit Rücksicht darauf finden 
wir leicht, daß wegen 

ps = qr (mod. 1 — j) 

hier notwendig entweder 

p^r, q=:S (mod. 1 —j) 
oder 

p =: — r, q=: — s (mod. 1 — j) 

sein muß. Indem wir nun gegebenenfalls gleichzeitig y durch — y, 
Y durch — Y und damit Pj r, q^ s durch Pj — r, — q, s ersetzen 
können, dürfen wir ohne wesentliche Beschränkung annehmen, es sei 

p = --r, g = — 5 (mod. 1 — j). (94) 

Die Transformation 

x^pX + rY, 

vT V (95) 

y=^qX + sY, ^ ^ 

die wir alsdann ausführen, läßt aus jedem Gitterpimkte in X, Z einen 
Gitterpunkt in x,y hervorgehen; doch sind damit diesesmal noch nicht 
sämtliche Gitterpimkte in x^y erschöpft: die letzteren erhalten näm- 
lich wegen 

Y sx — ry ^ —a^+py 

X, F- Koordinaten von der folgenden Gestalt: 

X-T^j, Y=^., (96) 

worin U, V ganze Zahlen sind, welche, da wegen (94) 

sx — ry ^ — qx + py (mod. 1 —j) 

ist, entweder beide = oder beide = 1 oder beide = — 1 (mod. 1 — j) 
sind. Umgekehrt entspricht jedem Wertepaar (96) der X, Y von 
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dem hier beschriebenen Charakter in der Tat ein ganzzahliges Werte- 
paar der x,y, und zwar 

pU-\-rV giü-\-sV 

indem wegen (94) 



^=-J±n y = 



pU+rV=Q{moA.l -j), 
2?7+sF=0(mod. 1-j) 

wird. Um also das vollständige Gitter in Xy y zu erhalten, haben wir 
zu dem jetzt konstruierten Gitter in X, F noch alle diejenigen Punkte 
(Xy Y) hinzuzufügen, bei denen 

x = G + -— ., r=Ä+-i-. 

oder 

ist, unter G, H beliebige ganze Zahlen verstanden. 
Wir setzen nun wieder 

denken uns itf = 1, und haben zunächst, indem die Punkte {x, y)==(p, q), 
{r,s) vermöge (95) in die Punkte {X, r) = (l,0), (0,1) bzw. über- 
gehen, 

«(1,0) = 1, ^(0,1) = 1. (97) 

Damit 

a>(X, Y) £ 1 

einen Jf- Körper vorstelle, muß neben (97) weiter noch für jedes von 
(0,0) verschiedene ganzzahlige Wertepaar {G, H) 

^{ß, H) ^ 1 (98) 

gelten und überdies für jedes beliebige ganzzahlige Wertepaar {G, H) 

<!>((? ±j^, H±j^)^l (99) 

sein, wobei die Vorzeichen ± stets an beiden Stellen in gleichem 
Sinne zu nehmen sind. 

Der Inhalt der unendlich vielen Ungleichungen (98), (99) wird 
nun mit Bücksicht auf das Bestehen der zwei Gleichungen (97) bereits 
durch die folgenden 12 besonderen , unter (98), (99) enthaltetien Un- 
gleichungen erschöpft: 

^{- ö, 1) ^ 1, a>(0, 1) ^ 1/3, (100) 

<^(- ^; 2) ^ 1/3, a>(- 2ö, 1) ^ 1/3, (101) 

worin 6 jeden der drei Werte 1, j, j^ zu bezeichnen hat. 



■ 

§ 8. Bestiminung der zaläggigen Werte von E im Falle von K(J). 225 



In der Tat: zniüchst haben wir, mit Bücksicht auf cBe Regehi 

(12) und (14), 

©(Öd -j), 1) + $(0, -j) ^ «(0(1 -;), 1 -J) ~YS0{e, 1), 

«(- ea -i), 1) + 0(0, -f) ^ <P(- ö(i - j)i, -/(i - j)) == >^o(öj, 1), 
«(ö, 1 -j) + *(- ej, 0) ^ *(0(i -j), 1 -i) = i/3<&(ö, 1), 

<&(- Ö, 1 -i) + 0(ef, 0) ^ *(Öf (1 -j), 1 -j) = 1/3 «(ö/, 1); 

hierin sind die rechten Seiten wegen (100) jedesmal ^ 3 und folgt 

daher hieraus unter Benutzung von (97), für alle sechs Einheiten 

« = ±0: 

<P(e(l-j),l)^2, *(c,l-j)^2; (102) 

zudem ist nach (100) immer 

<&(5,1)^1; (103) 

die Ungleichungen (102), (103) haben aber nach den im Falle -E = 1 
gemachten Ausführungen bereits die Gesamtheit der Ungleichungen 
(98) zur Folge. 

Was weiter die Ungleichungen (99) betrifft, die wir, 

gesetzt, in der Form 

®(?7,F)^l/3 

schreiben wollen, worin also U, V ganze Zahlen bedeuten, die ent- 
weder beide = 1 oder beide = — 1 (mod. 1 —f) und sonst beliebig 
sind, — so sind diejenigen unter diesen Ungleichungen, worin U, V 
beide absolut ^ 2 und teilerfremd sind, selbst in (100), (101) auf- 
geführt. Wenn wir also jetzt annehmen, daß trotz des Bestehens aller 
Ungleichungen (100), (101) ein Paar von ganzen Zahlen U, F, die 
wir als teilerfremd und etwa mit iü'I^IFI un^ denken können, 
derart existiert, daß 

Z7 = F=±l(mod. 1-j) 
und zugleich 

a>(C/, F)<]/3 (104) 

ist, so müßte dabei jedenfalls iF| ^ ]/7 sein. Wir setzen nun wieder- 
um die Ungleichung 

Y 



0(X, Y) £ 



x-2r 



0(hO)+ ^ o(ü,r) 



an und hieraus würde für die in Bede stehenden Werte ü, V, nach 
(97) und der Annahme (104), Y + Torausgesetzt, 

r 



*(X, Y) < 



X-^Y 



+ 



ys 



(105) 



Minkowski, diophant. Approximationen. 



15 
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folgen. Nun können wir eine Einheit -= ijjyj^ so bestimmen^ daß 

^y als komplexe Größe einen Arkns ^ •— y und < y erhält^ wobei 

alsdann der dieser Zahl in der komplexen Größenebene entsprechende 
Punkt offenbar von dem Punkte 1 einen Abstand ^ 1 hat (vgl. 
Fig. 78 auf S. 228); es ist dann also für dieses 

U 



1- 



<1 



ev 

und in der Folge würde aus (105) weiter die Ungleichung 

hervorgehen. Diese letztere steht aber im Widerspruch mit einer der 
Ungleichungen (100) und hiermit stellt sich die Annahme (104) als 
unzulässig heraus^ wodurch zugleich die auf S. 224 ausgesprochene 
Behauptung vollends bewiesen erscheint. 

§ 9. Satz über zwei binftre lineare Formen mit komplexen Variabeln 

fttr K(jy 

Es seien zwei lineare Formen in den komplexen Variabeln x, y 
vorgel^, 

^ " '"' t f ' (106) 

wobei die Koeffizienten a, /S, y, 8 beliebige komplexe Größen seien 
und die Determinante A — ad — /3y nicht verschwinde. Wir werden 
wiederum die Werte der Variabeln x, y auf ganze Zahlen des Zahl- 
körpers von 3 beschränken und setzen deshalb 

x=-x^-\-jx^, y^yi+jy^ 

an, wobei x^y x^j y^ y^ reelle Größen bedeuten; entsprechend setzen wir 
zugleich 

an, worin l^. Ig, ly^, i^j reell sind. 

Betrachten wir in der Mannigfaltigkeit der x^^x^yy^^, y^ den Körper 

lll^i, I^jI^i, (107) 

so ist das Volumen desselben 



j= 



<^(Ii.Iii»Ji.1j) 

wobei das yierfiiche Integral auf den Bereich 

(l.-*)*+ir^., („-|)'+¥^1 



10. Genaue BestimmuDg d. Minimums von zwei bin. lin. Formen für K{J). 227 



zu erstrecken, also = 4 ^t^ ist. Die Funktionaldeterminante v^i ^^i^Vii Vi) 
berechnet sich hier in ganz analoger Weise^ wie dies im Falle des Zahl- 
körpers von i (S. 201) geschehen ist, zu fy^-ji. Es wird sonach 



3|A|* 

Mit Rücksicht darauf liefert uns hier die Formel (7), wenn wir 
gleichzeitig den Zusatz am Schlüsse des § 1 beachten, für den Para- 
meter M des zu (107) gehörigen Jf- Körpers die folgende Ungleichung: 



M<^Y\K\ (108) 

und hiermit gewinnen wir den folgenden Satz: 

LXIII. Zaa zwei lineo/ren Formen |, iy in zwei Variabein x, y mit 
hdiehigen komplexen Koeffizienten und nicht verschwindender Deter- 
minante A lassen sich stets für x, y ganze Zahlen im Körper von 

j == 2~^' ^^ nicÄ^ beide verschmnden, derart angeben, daß für 

dieselben 

IS|<-^-|yA , \7i\<^\yA\ 

yn yn 

wird. 



§ 10. Genaue Bestimmnng des Minimiims von zwei binSren linearen 

Formen im Falle von K(jy 

Um die präzise obere Grenze für den zu zwei Formen (106) 

zugehörigen Quotienten r— y zu finden, also eine solche obere Grenze, 

welche von . — rrj womöglich bei gewissen Verhältnissen a:ß:y:d wirk- 

lieh erreicht wird, können wir, wie in § 6, Jf = 1 annehmen, — dem- 
gemäß unser Augenmerk auf diejenigen Koeffizientensysteme a, ß^y, d 
richten, bei denen der Körper 

ISI^l, 1^1 <1 (109) 

ein Jf -Körper ist, — und nun nach dem Minimum des Betrages von 
A^ad — ßy bei allen so eingeschränkten Koeffizientensystemen fragen. 
Dieses Minimum kann, wie ähnlich in § 6 (S. 20^) ausgeführt ist, 
nur unter den Umständen sich ereignen, daß der Jf- Körper (109) so- 
wohl Gitterpunkte enthält, bei denen 

111 = 1, hl<i 

ist, als auch solche, bei denen 

lö* 
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IIKI, NHi 

ist. Es sei also (p, q) ein Gitterpunkt der ersteren, (r, s) ein Gitter- 
punkt der letzteren Art auf der Begrenzung des Körpers (109). Wir 
wenden auf |, r^ die Transformation 

X = »X + rY, 

ir^ V (110) 

an und dadurch mögen diese Formen bzw. in 

Ä = A(x+(>r), 

übergehen; hierin ist dann 



(111) 



1, 



<1. 



(112) 



1^1 = 1? I(>I<1? 

Nach den Ausführungen in § 8 dürfen wir dabei ps — qr ^ 1 oder 
= 1 — j annehmen; eine Bemerkung in § 6, die dort an die mit 
(112) gleichlautenden Ungleichungen (53) anknüpfte, kann hier genau 
wiederholt werden und es ist danach hier von vornherein ausge- 
schlossen, daß ps — qr mit 2 assoziiert wäre. 

Es stellt sich nunmehr ferner heraus, daß der Fall ps — qr^ 1 —j 
hei der gegenwärtigen Aufgabe überhaupt nicht in Frage Jcommt. Machen 
wir nämlich die Annahme ps — qr =^ 1 — j und setzen zudem noch, 
was keine eigentliche Beschränkung ist (vgl. S. 223), 

^ = — r, g' = — 5 (mod. 1 —j) 

voraus, dann müssen, damit (109), oder was dasselbe ist, 

max(|X-l-(>r|, \6X+Y\)^l 

einen Jf-Körper vorstelle, zufolge (100) insbesondere auch die drei 
Ungleichungen 

«+I|)^y3 id^i,j,f) (113) 

erfüllt sein. Indem wir noch eventuell 
Y durch jY oder j^Y ersetzen und 
auch überdies in allen vorliegenden Be- 
ziehungen (auch im Werte von ps — qr) 
i mit — i vertauschen können, ohne daß 
dadurch die hier wesentlichen Umstände 
eine Änderung erfahren, dürfen wir q 
in der komplexen Größenebene von vorn- 
herein auf den Sektor ÄOC (das letzte 
Sechstel) des Einheitskreises (Fig. 78) 
verweisen, wobei der Bogen CA vom 
Pig. 78. Bereiche des q wegen (112) auszu- 



max 



(|Ö + 



Q 



Jjy 



■ .. -m' 




•+T 
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schließen ist. Nun lassen sich die drei Bedingungsnngleichungen (113) 
folgendermaßen aussprechen: so oft für ö=l,j, j* die Ungleichung 

statthat, d. h. q innerhalb des Kreises um — yom Kadius ^3 sich 
befindet; muß jedesmal gleichzeitig 

^1/3 

sein, d. h. 6 außerhalb oder auf der Peripherie des Kreises um — -^ 

vom Radius Y% liegen. Nun befindet sich q^ so lange es sich in 
dem ihm zugewiesenen Bereiche AOC bewegt, stets im Inneren des 

Kreises um — j vom Radius )/3, wie des Kreises um — j* vom 

Radius l/S; also dürfte 6 insbesondere weder im Inneren des Kreises 

um -/ vom Radius l/3, noch- im Inneren des Kreises um - j vom 

Radius 1/3 liegen; da aber andererseits 6 nach (112) auf das Innere 
des Einheitskreises verwiesen ist und der Einheitskreis von den so- 
eben genannten zwei Kreisen vollständig überdeckt wird, so wäre für 
6 danach im vorliegenden Falle überhaupt kein Wert zulässig. Die 
Beziehung ps — qr ^ 1 —j kann folglich unter den gegenwärtig 
postulierten Umständen gar nicht eintreten. 

Wir dürfen nunmehr ps — gr =« 1 voraussetzen. Indem wir dies- 
mal die Formeln (90), (91) und den Text hierzu heranziehen, stehen 
wir jetzt vor der Aufgabe, | A | = 1 1 — p(y | derart zu einem Minimum 
zu machen, daß gleichzeitig die 18 Bedingungsungleichungen 

m^xQX + QYl I^X+r|)^l (114) 

für 

X, r= £, 1; a{l - j), 1; e, 1 - j (^ = ± 1, ±j, ±/) 

erfüllt sind. Da wir dabei q^ 6 durch ein beliebiges anderes der 

Größenpaare eq, - und femer i durch — i uns ersetzt denken können, 

so können wir infolgedessen q mit einem 

Arku8 ^ - I trnd < annehmen, also ßfC ""~/< 

Q auf den Sektor AOB (das letzte / \ \ / / \ 

Zwölftel) des Einheitskreises, mit Aus- / \. \/ /' \ 

schloß des Bogens BA, verweisen (E'vg. 79). -^/■••- " j^^ 

Vom Werte o - 0, woför alle ^y-^-^'-rT^J^^!^ 

Ungleichungen (114) erfüllt sind und \ / l\ X^^T / 

1 — p<y a= 1 ist, mag vorderhand abge- \ / / N^ \ ^Jb 

sehen werden. X./ .•■* ^ ' -V \ 

Die Bedingungen (114) besagen -^^2''***'--**-««--*'**^^ 

nun: so oft; eine der Ungleichungen ^ig. n. 
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■■*■■'•.- 

|a + (»|<l, |5(l~j) + 9|<l, |a + p(l-j)|<l 

statthat^ soll jedesmal gleichzeitig, mit dem nämlichen Werte des e^ 
bzw. die Ungleichung 

erfüllt sein, — mit anderen Worten: so oft q im Lineren eines der 
Kreise um — b vom Radius 1, um — b(\ —j) vom Radius 1, um — ^ T"*^ 

vom Radius -^ zu liegen kommt, soll zu gleicher Zeit 6 außerhalb 

oder auf der Peripherie des bzw. entsprechenden unter den Kreisen 

um vom Radius 1, um ^^ vom Radius -^, um —^ 

vom Radius 1 liegen. 
VV Was zunächst die sechs 

Kreise um die Punkte — € 
vom Radius 1 betrifft 
(Fig. 79), so haben die- 
oy -rr jenigen um j, — 1 , f über- 
haupt keinen inneren Punkt 
mit dem Bereiche OÄB 
der Größe q gemein und 
geben daher hier zu kei- 
ner Beschränkung des 6 
Anlaß. Die Kreise um 1 
und um —j vom Radius 
1 schließen den Bereich 

y-f ^Jii '^^' V/' des Q (von q^O eben 

abgesehen) vollständig in 

sich ein, folglich darf hier 

6 jedenfalls nicht im In- 

o/^ neren der Kreise um 1 und 

Fig. 80. um — j^ vom Radius 1 

liegen und ist demnach nur 
auf die Partie OKLMNQ des Einheitskreises, mit Ausschluß des 
Bogens KLMN, verwiesen. Der Kreis um - j^ vom Radius 1 end- 
lich teilt den Bereich des q in zwei Partien, von denen wir die obere 
OAO kurz mit I, die untere OBAO kurz mit 11 bezeichnen wollen, 
wobei wir den Bogen OA der Partie H zuzuzählen haben. Befindet 
sich alsdann q im Bereiche I, so darf 6 nicht im Inneren des Kreises 
um — j vom Radius 1 liegen, wird also bloß auf das Kreisdreieck 
MOK, mit Ausschluß des Bogens KM, verwiesen; liegt dagegen q 
im Bereiche II, so bleibt für 6 der volle vorhin angetroffene Bereich 
OKLMNO in Geltung. 
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Von den weiteren sechs Kreisen für 9, d. i. um die Punkte 
— f(l — j) mit Radien 1 (Fig. 80), trifft bloß ein einziger, der Kreis um 
1 —j, den Sektor AOB'^ bei einer gewissen Lage von q dürfte also 



nicht im Inneren des Kreises um 



/.'t 



3 



vom Radius — liegen; 



letzteres ist aber bereits von selbst ausgeschlossen, sowie 6 im Be- 
reiche OKLMNO bleibt. 

Von den sechs Kreisen um die Punkte \ mit Radien —=. 

3 )/3 

endlich (Fig. 81) haben nur diejenigen für b = —j^,jf — 1, d.h. die Kreise 

, - a , üuiöre Punkte mit dem Sektor ÄOB gemein; 



um 



3^ ' 3 ' 3 
der Bereich OKLMNO des 6 
aber tritt von selbst nirgends 
in das Innere der zugehörigen 



oJzT 



unter den Kreisen um 



(1-i) 






/ \ .^ \ \ 



• '< 
-^i/* 



also der Kreise um j — ^*^, 1 — j^ 
1 — 3 von Radien 1, und da- 
her entspringt hierdurch eben- 
falls keine neue Bedingung 
für 6, 

Um jetzt die untere Grenze 
von 1 1 — 90 1 zu ermitteln, den- 
ken wir uns zunächst den Wert 
q in einem Punkte des Sektors 
A OB festgehalten, wobei wir den 
Wert (> =» 0, wie schon gesagt, 
vorderhand ausschließen wollen, 
und haben dann die Lage von 
6 in dem dieser Größe jeweils zukommenden Bereiche so zu bestimmen, 




•</ 



Fig. 81. 



daß der Abstand 



der Punkte 1/q und 6 möglichst klein wird. 



6 

Q 

Aus den Bereichen I, U für q ergeben sich durch Inversion die entspre- 
chenden Bereiche für 1/^ (Fig. 82); der Radius AO geht dabei in 
seine Fortsetzung von A nach 00 über, der Strahl OB von nach 

«TT itt 

e ^ geht in den Strahl ff^B^ von 00 nach e ^ über und der Kreis- 
bogen AO, welcher in den Radius OB berührt, verwandelt sich 
in den zu B!B! ^ parallelen Strahl AB.^, Sonach transformieren sich 
die Bereiche I, 11 für q bzw. in die von H^AA^y S^B'AH^ 
begrenzten Bereiche für l/(>, die wir bzw. mit I*, II* bezeichnen 
wollen; dabei sind die Punkte des Bogens AS von diesen letzteren 
Bereichen auszuschließen und die Punkte auf dem Strahl AH^ nur 
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dem Bereiche IP zuzuzahlen.*) Mit Hilfe analoger Überlegungen^ 
wie wir solche für den Fall des Zahlkorpers von i im § 6 angestellt 
haben, erkennen wir nun aus Fig. 82, daß wenn 1/q irgendwo in I* oder 
II* festgehalten wird, bei der hier zulässigen Variation von 6 für ein 

Minimum bzw. für eine untere Grenze von |1 — 9<y|==|^| <y 

erforderlich ist, daß zunächst 6 auf einen der Bogen OK, OM, ON 

rücke, und weiterhin auf 
falle, bzw. nach einem 
der Bogen - Endpunkte 
JE, My N hinrücke. Der 
Punkt M fällt aber da- 
bei außer Betracht, weil 
der Radius MN den Be- 
reich für 1/q auf der- 
selben Seite wie den Bo- 
gen MO läßt; ferner 
steht K von einem be- 
liebigen Punkte in I* 
Fig. 88. oder II* immer weiter als 

ab und endlich steht 
N von einem beliebigen Punkte in 11* (der Bereich I* fiir 1/^ kommt 
bei der Annäherung von 6 üb. N nicht in Betracht) niemals weniger als 

6 für alle hier in Frage kommenden 6 größer, 

als für <y = 0. Damach besitzt also 1 1 — q6\ den Wert 1 als Mini- 
mum und tritt dieser Wert nur ein, wenn ö — ist, oder aber, da q 
und 6 hier gleichberechtigt sind, wenn ö = oder ^ == ist, welch 
letzterer, vorhin ausgeschlossener Wert des q hiermit ebenfalls zur 
Geltung kommt. 




ab. Somit ist 



§11. Endgültige Formnliemng des Satzes über zwei binäre lineare 

Formen für K{j). 

Indem wir nun zu dem in § 10 aufgeworfenen Problem in dessen 
ursprünglicher Formulierung zurückkehren, sehen wir, daß wenn 
A wie vorhin die (nicht verschwindende) Determinante der Formen 
I, ly in (106) bedeutet, für den Parameter M des zum Körper 

gehörigen Jf- Körpers stets 



*) Die Schraffierung neben dem Strahle A H^ sollte in der Figur nach der 
Seite von 1* hin angebracht sein. 



§ 11. Endgültige Formulierung d. Satzes über zwei bin. lin. Formen für K(J). 233 

M 1 ^j 



|-|/a| |i — p<y| = 

gilt, wobei das Gleichheitszeicben rechts dann und nur dann eintritt, 
wenn p = oder <y = oder beides der Fall ist, d. h. der Bedeutung 
Yon Qy 6 gemäß (ygl. S. 228), wenn eine ganzzahlige Substitution 
(110) von der Determinante 1 existiert, welche | in einen Ausdruck 

|]/Ä|e'*"X oder ri in einen Ausdruck |]/Ä|e**"F mit irgend welchem* 
reellen cd überführt. Mit Rücksicht auf die Bedeutung Ton M ge- 
winnen wir nunmehr hieraus den folgenden Satz, durch welchen das 
Ergebnis des § 9 wesentlich vertieft wird: 

LXIV. Sind 

l^ax + /8y, 

ri^yx + öy 

zwei lineare Formen in zwei komplexen Variäbeln x, y mit beliebigen honi" 
plexen Koeffizienten a, /J, y, d und nicht verschwindender Determinante 

tk^ aö — ßy, so gibt es im Körper von j = — — '^ "~ stets ganze 
Zahlen a:, y, die nicht beide verschwinden und für wdche 

wird. Es hissen sich im allgemeinen sogar ganze Zahlen x, y in diesem 
Körper finden, die nicht beide verschwinden und 

IIKll/Äj, WKli/Äl 

hervorbringen; eine Ausnahme bilden nur die Fälle, wo wenigstens 

eine der Formen ^, rj von der Gestalt \yA\^^{—qx+py) ist und 
darin p, q ganze teilerfremde Zahlen im Körper von j sind und co 
irgend eine reelle Größe ist. 

Es fallt hier die merkwürdige Tatsache auf, daß dieser Satz und 
der darin ausgesprochene Grenzfall einen wesentlich anderen Charakter 
tragen, als der ihnen in der Theorie des Körpers von i entsprechende 
Satz und Grenzfall, die in § 7 formuliert worden sind. 

Von den Sätzen LXII und LXIV aus gelangen wir durch die 
Spezialisierung y =» zu Aufschlüssen, betreffend die Annäherung 
an eine beliebige komplexe Größe — ß/a durch Quotienten x/y von 
ganzen im Körper von i bzw. im Körper von j gelegenen Zahlen; 
wir erhalten dadurch Theoreme, die dem Theoreme I über die An- 
näherung an eine reeUe Größe durch rationale Zahlen an die Seite 
zu stellen sind. 



234 Schluß. 

Wir sind damit am Schlüsse der Vorlesung angelangt; werfen 
wir noch einen kurzen Rückblick auf das von uns hier Erreichte. 

Als Ausgangspunkt nahmen wir in Kap. I ein elementares Ordnungs- 
prinzip; durch dasselbe wurden wir bereits^ allerdings etwas umständ- 
lich, zu der Wahrnehmung geführt, daB in bezug auf die Werte 
linearer Ausdrücke bei ganzzahligen Veränderlichen gewisse allgemeine 
Schranken sich aufstellen lassen. Gerade die verhältnismäßige Weit- 
läufigkeit der anfangs erforderlichen Hilfsbeti*achtungen war danach 
angetan, die Einfachheit der später zu befolgenden geometrischen 
Methoden ins rechte Licht zu setzen. 

Nunmehr entwarfen wir das geometrische Bild des Zahlengitters. 
Uns erwuchs als eine Hauptaufgabe, die Verteilung dieses Gitters im 
Räume schärfer zu erfassen. Dazu bedienten wir uns des Hilfsmittels, 
daß wir Körper konstruierten, die den einzelnen Gitterpunkten zu- 
geordnet waren und den Raum nirgends mehrfach überdeckten. Be- 
trachtungen dieser Art sind übrigens, wie ich nicht unterlassen möchte 
zu erwähnen, auch für die physikalischen Theorien über die Struktur 
der Kristalle von Wert. 

Wir variierten die Form der Körper in mannigfacher Weise und 
gelangten dadurch zu einer Fülle von speziellen Theoremen. Als 
deren gemeinsamen Charakter können wir es — in ungeföhren Um- 
rissen — hinstellen, daß sie angenäherte Auflösungen von Gleichungen 
darbieten, wobei die eingehenden Konstanten irgend welche Größen 
sein können, die Unbekannten aber ganzzahlig werden sollen. Ich 
möchte hiemach die ganze Klasse der von uns gewonnenen Unglei- 
chungen mit dem Namen Diophantische Approximationen belegen, wie 
man ja Gleichungen mit zu bestimmenden ganzen oder rationalen 
Werten für die Unbekannten nach Diophant zu benennen pflegt. 

Wir wandten uns weiter dem allgemeinen Begriffe der alge- 
braischen ganzen Zahl zu. Wir erkannten das Zahlengitter als ein 
die Auffassung äußerst erleichterndes Bild der Gesamtheit der ganzen 
Zahlen in einem algebraischen Zahlkörper und wir betraten damit 
das wichtigste Anwendungsgebiet der diophantischen Approxima- 
tionen. 

Mittels gewisser solcher Approximationen gelangen uns anschau- 
liche Beweise für die Existenz der Einheiten, für die Endlichkeit der 
Anzahl der Idealklassen in einem algebraischen Zahlkörper. Es war 
nun ein Leichtes, zu dem fundamentalen Satze von der eindeutigen 
Zerlegbarkeit der Ideale in Primideale vorzudringen. 

Alle Theoreme hier wiesen einen Ursprung auf, wir schöpften sie 
aus einer gemeinsamen, sehr durchsichtigen Quelle, die ich als das 
Prinzip der zentrierten konvexen Körper im Zahlengitter bezeichnen 
möchte. 
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Nun sind wir in der Tat eine Strecke Wegs in das Reich der 
heutigen Zahlentheorie eingedrungen. Wir können daran denken, 
uns auf diesem Boden zu akklimatisieren. Zunächst würde der Auf- 
bau der Ideale aus Primidealen tiefer zu erforschen sein. Der Zu- 
sammenhang der Einheiten und die Einteilung der Ideale in Klassen 
sind die wertvollsten Geräte für diese weitere Arbeit, in deren Ver- 
folg sich wunderbare Zusammenhänge zwischen der Zahlentheorie und 
der Theorie der Funktionen oflFenbaren. 



*•* 
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